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第四篇無窮級數 

第十八章無窮的數値級數 

§ 67. 基本槪念 

在甸一個精確肖然科學的領域中，除了用一些篇幅來_明該領域 
中最重要的槪念與規律之外，同時還要有一些章節來從事硏究和建立 
某些專 PS 工具”适欉我們才能够很好地掌提我們的砰究對象。道些用 
來硏究和建立專門工具的章節在理論上的窟龚不如它在忮術上的意義 
那麼大。 TH 是，谥管如此，它們在方法論上的重要性有時却是适'樣大， 
以致於如果我們不對道些專門 X 具作系統的說明，就不可能建立任何 
完整的理論。例如，在熱學中，除了那些閛明熟學的 S 本原則理論的章 
節之外，還必須有講解溫度計的章節，换句話說，還必須有說明测量溫 
度的方法與 工具的 章節。 

無窮級數的理論，就哲跟數學分析的基本槪念與規律的關係來說， 
就芷是居於這樣一稱《助性的技術 X 具的地位；不遇，磁普如此，由於 
它在數學分析本身以及立脚在數學分析之上的大量實用科學中的許許 
多多不同的應用，使得适個理論在 ® 代數學方法的武庫中佔撖着一個 
最重要的位置。所以，任何一本數學分析教程都不能不系統地說明關 
於無窮极數的理論。 

無窮級數的基本槪念是比較初等的，木來很早就可以講了，比方 
說，在 講完 極限和實數理論之後，就巳跸可以講了。我們之所以延遲到 
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現在才講,有兩個原因：首先是因爲有必要讓讀者镒可能地早一些知道 
本®的某礎槪念——微分與積分;其次，因 爲當對 於進一步硏究微分學 
興積分學是必不可少的，只有放在踅裏講了以後，讀者才能够完全領 
宵我們接下去就要諸的幾章闊於微分與積分理論的進一■步更深刻的發 
M 。 

無窮級數的槪念是很簡單的，大家在中學教科嘗裏已綷知遒得很 
淸楚：已知一個遞減的幾 K 序列： 

a, ao\ c/r 1 , ■*-, m ' n , …， （ 1 ) 

(其中 0 < yi<a a 是仟意實馼）應該如何來求它的答項之和;這樣一 
埽求和本身就正好完全表達出無薛級數槪念。把序列 （1) 的前《項之 
和記作 '則 



□t n -> oo 時，知有一個極限： 

hm ^r ； = 

這個極限稱爲幾何序列 （] :)的 ;; -，”喷之和,記作: 


闶诋，在幾何序列的倚形下，一系对無窮個數値有所謂它的 一切” 
項之“和' 這個和是 s 樣做成的：先求得這一系列數値的前见羽之和 
〜（很明顯，知是价的函數），然後再硏兜當時〜的動態 e 如果 
〜趨向於一個確定的極限 A 我們就很自然地把 s 算作是這個系列的 
一切項之和。 

’ ^然而，遞 減的 幾何序列逑非唯一的一 制上面 所說的迗褪類型的系 
列,比如說，系坷 
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U2' 2~*3 ? S1，" 、 "^Oi+~iy ? 

铣也同橇地 與有 所說的性質，事實上,因爲 


( 2 ) 


O i(n-h 1) 一 的 们 + 1 

所以，對系列 ( 2 ) 來說，我們有： 


， 3, -0 


2 


々（乂 : +1 ) 


: G - 1) + ( U) + (+ _ -i) + ■ 


因此， 




n 十 v 


Jim s u = 1 ， 

n -^ =o 


根據同樣的理由，旣然我們已經認爲是幾何序列（ I )的 :: 一 
切”項的和，那麽現在我們當然可以說系列 ( 2 ) 的 i : 一切” 項的和就等於 
1 ，因而可以瀉成 


2 專 VlT =1 , 

j ? = l 

另一方面，也很淸楚，絕不是任何一系列無婼個數値都可以用以上 
所說的辦法來求和，例如,對系列 

來說，我們就有知=«;常時,和數〜無限增大，因而 S ,, 就不可能 
有@限《其實 ，翁潑 M 呆持有界，同樣的情形也還可以發生^例如，對 
系列 


1，*~1，1， 一 1，-‘.，1， 一 I ，… 

來說，當《是偶數時_， s n 等於 0 。而當 11 是奇數時， S ,, 却等於 1 ;於 
是當時，和數知雖然保待有界，倂是却很明顯地不趨向於任何 
搔限。 



^00 


奴 m fr 析 简 m n 從 


數 

令 


视在，我們可以轉到一般的定義了:.假定我們有一系列旭窮偲實 
^1, ^2, ■ ' , 1 t l( , ■ * ■ 5 (3) 

n 

S, t = ^ Uh l f 2 f ■”)， 


〜稱爲系列假定 

]im -9 ,i — a 

7t^y re 

存在， 則我們說系列 (3) 是(，而 s 是它的夺;假定當時，部 
分和〜不趨向於任何-限； iya 們說系列 (3) 是¥争巧，並 il 我們算它 , 
沒有和， 

雖 ^ gjgj 欧越數(卽收歛系列一-譯者按，在原 文中“ 系列” :: 級數” 
兩個剀是同一個字 p 邱,本來沒有區別，如果直譯應一律譯成“系列' 
但迤從習惯仍改稱钹數。但在這兒以前仍只能譯作“系列”，才符合作 
者的文意 ，） 的！ 荥 
還暴要超無窮敍數(卽無窮系列)酵，崎殖越 

-鸯 mxl 尚 

新的蓮錢遲筇。闪此，&不能沒有鸫過專門的考虛硏究，就 
把有限和所具.有的性質硬搬到無窮級數的和上來;事實上，我們在下面 
就曾蒞到，這種搬移絕不是在一切情％下都可睹的 3 
如果汲數 (3) 收歛 r 而且它的和等於《，則我們寫: 

s = ^ ujt -- v.-i 4- 4 H 'it II + …； 

h=\ 

如果常 n—co 時， > + c», 則有時也寫成 

V 

^ Uk ^ + oo ； 
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不過 ，在适 輔惝形，我們從一般定義知道，這個級數是__的，因而它旅 
沒有和。 * f 

有時，我們就用 奴1 + % + ” * +叫+， . ，或者2叫來代表級數(系列) 

ft — 1 oe 

( 3 ) 本身，不管收斂還是不收欽。例如，我們可以說級數 2 i(irry 

oa 沿 = 1 

收歛;級數2 (- 1 ，螢散〔參考上面的例子)等等。 

當級數 (3) 收歛時，它的和輿部分和之差 rp 卜〜稱 爲它的 
從收激性的定義本身就立刻知道： + ‘ 

r lt -^0 (wooo), 

換句話說, f 认… ，，亨 f 了 辱 ：( 當然,發散級 

數沒有餘項_，因爲 ei 有•和 ii . 

3 = 別 +M 戈 + … -\~Utt + U t t-\rl + * 1 
Sit^Ui + 打 5 屮 .— + 仅 

所以我們很宵然地希望會有： 

r r! — 5—S ,； — •-■ + d ti?2+tH —— ^ ^ 

fc = l i — n-\-l 

道個等式在有限和的情形顯然是澍的，佴是我們沒有理由不經過任何 
設明就認爲它在無窮級數的形也準對。不遇證明起來倒是彳艮簡單的， 
下面便是證明:令 

r 

2 Wpi+jt — tTr ( 矿 =1 ， 2 ， ..0; 

k = l 

很明顯， + r —W 因爲當 5_—OO, 同時 W 保持不動時， ‘dS; 所 
以當 y - _>CK3 時，的極限存在跑_0.等於 s - A ; fs 是根據的定 
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败 ^ 分 价 时 叫 牧 fik 


m > 道 個榀限 就是級數^ ^ 的和；因此， 道個 辍數收歛，並 .R 它的耒I 

^=1 

就足 S 這樣就證明 T 我們要證明的柬两總之，在极數⑶收歛的 
時候對於任何^>1,我們都有 


其中 




Sjj 二 .U1 + .U.2+ ：j h = + 叫 [+sH -…* 

根據級數(幻收斂的定恙，收敛就等於要求部分和的序列 

S !, S 2 , …，知，… (4) 

趨向於一個搔限 S (踅個 s 就稱爲辍數的和）。因此，關於任何級數 (3) 
的收歛性以及它的和的問題，都可以整個歸結到序列 (4) 的極限存在與 
它的極限値的間題。 闶而無 窮級數理論的任何一個問題都可以用序列 
以及它的滿限的術語來敍述。另一方面，也不難葑出，級數理論與序列 
理論的這钝聯系實際上是相互的關係0假定已經給出一個任窓的實數 
序列(4)，分 

= —s.,^1 (n>l )； 

就很明顯地有： 

■； i.j + v , 2 -1 - = (n = l , 2,…）， 

於是，關於序列 (4) 的極限#在以及它的極限植的問題，就可以完全歸 
結到級數〔3)的收歛性以及它的和的問題。 

序列與無窮級數之間的道種®本聯系使得我們往往在證明了這兩 
個範圍中的一個的某個命題之後，就可以不用再加任何新的證明，立刻 
把這個命題搬到另一個範圍中去。在§ 19 (定理 2 ) 中，我們背經證明 
了序列〔 4) 極限存在的必要充分條作如下：序列 ( 4 ) 的極限#在的必要 
充分條件是:不管«>0怎樣小，凿於充分大的》與任意的 P> 0 > 我們 
郡有 ； s ,, + P — S ,』 |<£。佴是如果數〜就是級數 （ S ) 的部分和，則一方 _Ef 





___ mm _ 笫 _[^\卓 無穷的敢砬轶敬_ so 3 

T 

冴， ! +j> 一 S,, = Wrf+i + Uji + 9 + . ■. + ^n+p = Wjj+]t 

k 二 1 

而另一方面，序列 (4) 的掻限存在就等于說級数 (3) 收斂 3 所以我們已 
經得到了下列一般的級数收斂的必要充分条件： 

定理1 . 級数 (3) 收斂的必要充分条伸是 :不管 e >0 怎样小，对于 
充分大的 ™ 与的/ > o , •我: . 

* » 4 * * * * • * * • * 

j Wi!+i + W11+2 + ■*■ +W|： +P I <e, 

迖个条件可以形式地說成是:絞数的充分远的“片段 ); 〔長短不拘也 
卽不管包所包含敍数的項的数目）的絕对値可以任意地小,特別当 P = 1 
时，对于每一个收斂級数 (3), 只要《充分大，就 可沿有| «»[<*； 換句話 
說，我們有下面的 

推論. n-^oo [J 十 , ^->0. 

到現在巍們已 kiiS： 的那些4散級数的例子中，都是当 
n—oo 时，《«不趋向于蓉的。因鹿，我 m 不免發生这样的疑問：剛才所 
說的級数收戧的必要条件 w>0( 当 n->oo), 是否同时也是敍数收斂的 
—个充分条件?不难知道，答案应該是否定的 Q 事实上，假定敍数 (3) 是 
这样構成的： A = 1 ; %, %都等于再随后三項卽\ 每 項都等 

于^这样下去以至無劳。于是很明显，一方面，当⑺时的确«^0； 

另一方面，从等于 | 的那一項开始的以后 fc 項所稱成的极数“片段”的 
和永远等于1。佴是因为&可 B 任意大，所以这个級数到达無論多么远 
都会葙总和等干1的 :: 片段％ 因此这今級数不能滿足定理1的条件， 
所以唿是發散的。 

这类級数的一个典型例子是調和級数——这是一个很富有啓發性 
的在許多方面都很重要的級數： 

1 + 去十+ + 〜+ 士 + .”， ( 5 ) 

它滿足条件 00->«) ，但是級数“片段” 
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包含了 2 :«一沪= 沪項， 其中#一項都不小於 它的兢 後一项所 
以适個 :: 片 段”的 値大於 ^ 

V ' 1 1 * 

3 ' W = T , 

佴是因爲 a 禪“片段”町以在無論多遠的地方找到 u 可以任意大），所 
以定理1的條件也不能滿足，因而級數 (5) 發 ft : 

無窮級數的槪念，正如一切帶有高度一皎性的槪念一樑，它的充分 
登展，要求我們的討論更加具體化;只有當我們轉向於硏究各種按具體 
特微進行分類的級數時，才可能了解其全部内容:在本節中，我們只硏 
究無骼級數的一般槪念，其餘的我們不打算多談。 

假定我們給定了南個极數 

U2 4- + »— h 切 it + ♦ 卜， 

h A 十 -— h 5 

於是敍數 

(«1 + Ui) + ('ti-2 + 1-j) H - h 0« + uO -I (6) 

可以宥作是這兩個給定的級數 “逐項 ”相加(換付話說，第一饷辍數的毎 
一項與第二個級數的具有相同諕碼的項相加)的結果 。假 定雨個給定的 
級數都收歛，我們把它們的和分別記作 s 與它們的部分和記作〜 
與 cr :: , 於迠 

s„->s, tr fl ->cr (n->oo). 

於是很明顯，級數 (6) 的前》項之和等於〜+〜，並且當 打—如時，如十 
cr ,』— s 十 tr 。 所以，兩個收歛龊數逐項相加永逾再铪出一個收歛鉍數， 
胧且這個新級數的和就等於原來兩個級數的和相加。很 明顯， 道個法 
則在兩個收傲級數逐項相減的恃形也一欉成立 （ 用同糙的方法證 明）。 
最後，如果我們用任意有限個收歛級數來代替上述的兩個收歛龈 
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數，並逐項桉任何組合法(當然對於一如 S 這個紐 合法要 一樣〕來組成 
它們的代數和，我們以上的淪證在本質上不須要彳 f •麼改變就可以知道: 
辑欉構成的級敦還是永遠收歛，並丑它的和就是 ig 些已知級艄的和的 
同一糨代數和。因此，我們已經得到/下列命題： 

定理 2 . m^mu 


Wi ， r :， 








都收斂，又它們的和分別等於化 %， ■ ■ ■， s mc . 於是,級數 

»_* **•«•»•<* * * »_ 


2 士.■土:狀 

k — \ 

* 兮 1 ±. 今 3 士 … Tb^m- 


這個.定理有一 p 重要推論，它說明一個簡單事實:改變一個收激級 


數的 f 的馼値,不會破墩該級數的收歛性(雖然，一般說來，它 

的和 -jf )*: ■換匀話說，我們有下面的 

纖. f 字轉擊 

〜十 ％^- + + … (7) 

與 


■Ui + A-h .■■+卟:+〜1十… ⑻ 

十，_学年洋了, «> o , nmm -- 


= .1? "十 1 r ― '^jj + " 7 * 4 ■, 'Un^lt = + ■*、 

^ fl ' j . 53 — is — 

爲了跄明适 fw 推理，我們只消指出以下這一點就够了：圮方說，敍 
數 ( s ) 可以由級數 u ) 與极數 








soe Si 吊分祈餌 [Jj 教嵇 

(«i- 十 — . 叫 H - 1- 0:1 一 十 0 + 0 H - 

個极數顯然收歛)遂項相加來 得到。 

當然，從适個楞 論還立 刻吋以知逍，只要級蛟 (7) 與极數 ( S ) 中有一 
個發徼，則另一個也一定發散 ■> 

數値较數的另外一慨一般性遛是： 

定理 a . Mum 

" t - ~ V " ■ ■ + + ~r ... 

mm , 特押 《 ， xinf a . 孕7阿亭亨寧 ; mm 

(Z'n^ ~H -'2 H - ■ ■. + H - * * ■ 

也收歛，並且它的和就等於 

_ ‘ ^ t ¥ wmWib , 要措出 T 面這一點就够了：如果 用知與 * r „ 
分別表示适雨個紙數的前《項之和，則對於 任意 的％都有 A = as „。 

§ 67的練習可以參苕 B. n, 播米多維奇的咎題集，第五章，習題 
1—3 ; 5, 11—12, 14—15, 21, 23., 24。 


^ 68. 同號級數 


我們前面已鼯指出過，爲丁免垂地祸菡無艇級數槪念的内紫，我們 
现在應該集中注意於若干類異宥某些特殚性質的級數，运些特殊性質 
使得道©類級數成爲最笼:要的同時也是最便於硏究的鈹數。 ® 窮級數 
理論的藶史發展吿訴我們，這些類級數中的 蚩要的 一類，是那我一切項 
的符竑都相間的級數。丙而，我們 竹先 [館該來若手码究這褪 “同 號的〃 
赧數。滹了確定起見,我們永遠假定級姣的每一項都是正的(說得更正 
確一些，每一埙都是非£1的，因爲在一般情艰下，允許有等於零的項# 
在是有好處的 ） 。很明顯，根據酈稱性負項級數（更正確地說 , immt 
數)應該具有完全類似於正項級數的那些性5^ 

如果級数 


+ Ks + ’ 十 + *. * 


⑴ 






: .mm u 十八 ；加 

的毎一項都玷非負的，又如果我們還是令 

Ti. 

2 Uk = s „ (« = 1, 2, •**), 

則很明顯我們曾有.〜+：!；>%, 其中 換句詰說，部分和構成一個不 
減序列。從而，在道褪情形，常⑺時，只爷雨極:可能性：或潘是〜無 
限增大， s.「> + W ;或满楚〜保持有界，從而，我們 知道〜 應該趨向於 
某一個榷限 SHS 是關係式 .HS («->=) 就意味着辍數 (1) 收斂龅且它 
的和等於 1 因批， 

序兮在一般“， — 心由可•以•有*不’問•的 i — 
這個條件自然還楚必要的;佴是它却不再是充分的了 ■^比 
如就我們在如 7 中已經考磨:過的發散鈒數 

1 + (-1) + 1 + ( — !)+*•• 

來說，它的部分和就永違等於1或0,當然是有界的。 

上 述毎個 必要充分條件，在實用方面，可以給出判斷同號級數是杏 
收歛的弗常有效的判別法；絕大多數在分析以及它的應用中實際碰到 
的极數的收敛性，都可以 It 接間接用這®制別法來判定。不僅如此,适 
個條件還具有很大的理論價値;正是由於包，同號級數的理淪才能够适 
樣和谐，淸楚，能 R 容易發 M 得遠逹地遊過道悃條件不成立的齄號級數 
的 理論。 這個條件之所以有道樣重大的意義，其實是不難體敌的，闷 
爲，根擴原來的定義,要想解決一個給定的极數的收歛胜問題，我們必 
須來硏兜作爲《的函數〜當時是否趨向於其一個極限的問題； 
佴楚〜蹦於》的表達式往往是很镇雜的，不容易赶接着出當 w ㈤ 
時 H 的搔限 狀態。然而常常不是祓難就能够粗略地佔計到〜的値# 
扣一 時是否是保持有界的;而道欉，在同號 絨數的 情形，就巳經立刻 
可以論斷 M 數的收歛性 T c 

我們來看一個例子：假定想要知逍下列級馼是否收儆： 
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姬误 分析簡 iVj 数 稃 


2+1 + 3 2 +1 + 2 : ' + i + '" + _ 2" + 1 +'"• 

迢個級數的部分和〜的表達式是比較複雜的，我們很難啶接從适個表: 
達式作出當 《->oo 時〜足否有極限存在的結論。然而，由於 

2 Ji + l (^=1,2, ■•*,«■) 

所以對於任都有： 

… 〈 1 - + X + …+去 = 1 -i〆 1 ' 

因陡如是有界的，從而知遒給定的級數收斂 c 

以上所用的道個辧法經常被用來證實許多實際給出的极數的收歛 
性。這個方法可以一般地敍述如下： 

定理 1. f : 

■ u ^ + +■■.+■/〜 ~h …， 〔令 0 

v~x + W +■■■—■ W ~H …’ (v) 

^手寧了寧手 _ “ a ^ ts ： « u ； 寧琴年亭了 f 

都有： 

則常极數 O) 收歛時，級數 00 也收效，或者，反過來說，級數 （《) 發散 

+ &fWCr, . 

’ ■這•個定理.通¥獅，亨，㈣貝 .r。 

— ,枨據§67中定 k ’ 2' 的’推’論 ',_我們顯然 可以就 算作對於任意 
的正 — 《都有 u „^ cv ,„ 這樣並不宵失去我們論證的一般性 3 我們 
用 S ,, 與 m 來分別記极數 (《) 與 （《) 的部分和，很明顯，心<邮,,0= 1, 
2,…）；如果級數 0) 收歛，則 A 有界，而這就說明級數 o ) 是收敛的， 
定理1就證明了。 

級數的比較原則不僅可以用來硏究具體的級數，而且可以用來導 
出一系列具有一定程度的一般性而且在應用上非常方陡的收欽判別 










3'i i'. 八屯 urn 的欺 ; 祕-数 soa 

法。現在我們就來建立某些這稀判別法 O 。 

判別法 U 哥西 ) ‘ fi£®fc ^<1, 

. . 

. < r , 

則級數 00 收欽;如果有任意大的 《 使得 

««• »» •»•»«*» * « 

^>1, 

—0 释。 

‘ * mm - 左 A — w : 情形，對所有充分大的《都有： 

u a <. ff u , 

因而根據定理 I ,從級數 v + -- 的收飲性立卽推出級數 

收敛。在第二種情形，有無窮多個號碼《郴使得％>：1，因而根睃 
S 07 定理 I 的推論立刻知道級數 O ) 發散。 

特別情形，當極限 


«->•» 

存在畤,則從以上通個判別法不難得出下列 - 

推論 ■ 平冬率穿聲 （ 《0來說，極限 lim #在，則當1 

i>i • * ' 

事實上，如果；*<!*，取正數 e 這樣小 ， III 
</.， ( l :->;(« ooo ) 立刻知遒，當《 充分大時， d , < i +£：, 因此根疲判別 
法1，級數00收歛。如果則當 M 充分大時 ^ > 1 , 同樣根據判 
別法1知道級數 o ) 發散。 

當 ] im ^ 時，剛才這個推論不能對級數 O ) 的收歛與否作出 

任何結論。在這稀情形級數0〕可能發散，例如极數 

1 + 1 + 1 + '-* 十 1 十… 

就垃迢欉。 m 是，我們馬上就锊胥到，适植級数也可能收歛， 

© 從明在起 a 到扣 S 辟 t !: , -- « 魏封的 S® 都® 沾足正項极數。 






: UO g ： 項分 析簡明玫 

刊別法2 ( 達朗只爾；!.如手„寧了咿 ifM ^-<1 斧夸， 

^ n - . 

w,i+i _ <。.. 

议 u 

則級数 O ) 收歛。如果對於一切充分大的 《■ 都有： 

.. 


4 * mm - ‘在 # 第一棰情形，對充分大的％我 們有： 

叫 + i < w ， 

W ^ + 2^ W «+ l r ^ 4 ^' 2 ? 

叫 + 3命时2矿<叫』 — 

一般來說 

(；克=1，2,…）； 

闶此，根據定理1,從級數 u „ r + u n ^ +…+ «., 〆 +…的收傲性立刻知 
:直級數 (《) 收歛。 

在第二種情形’級數 （《) 的項從某個地方起顯然構成一惝不狨的 
正數序列；因此關係《, ,->00^^) 不可猫成立，從而极據§67定理1 
的推論知道級 | fcO ) 發散。 

跟判別法 I 一樣，判別法2也有一個 

推说如果對於級數 O )， 極限 I 存在， 則當！ <1時， 

級數 O ) 收歛，常 〗>1 時，級歎 (幻 發傲。 

■ _ ••• * • • * • 

這個命題的證明跟 ti 別法1的推論的證明完全一榛，闶此我們相 
給讀者自己去做 3 也跟那裏一欉，當時，我們也不能直接作出關 
於級數 O ) 是否收歛的任 M 結論。 

例 1. 我們來考慮級數 










■解 M 益 革 I - A # 無®的戰 

] 1 1 

1! + !ii 十…十 4 .… ■ 



fn + 1 j! 


m+I 


卽 h …所 只鈒 驳收歛;我們在 SfW 中就锊 細道，适個收歛辍數的和等 
於('-丨 

逋一步的練啊 "]■ W 您沿 I ；. II . 褪米多維奇的舛題集，第五贫，科题 

l!K -北 

上述所講的兩 1 搁判別法，從它們的捋明就 叶以 清楚的苻出來，迠龙 
於把所給的螨數與龙一個幾和I級數相比帔而得到的結! U-. 所以链南 ffSl 
卞I則法. K 能應用到那渖級數 的項遞 減的速瞍比菜 -. 幾 M 級數的項 
遞減樹更快的級數上去 ： 佴是這柯級敦我們應該認莴 S 收歛得比校 
'特 训”的級數；它們的項減小 得很快 ，闶而當#增大時极數 的橄項 4 
mu 地趨以 於薄,也就是說，部分和〜很怏地趨 h 於它的阉限〃 . 我們 
M ，這稱級數“收敛得 很快' 級數收歛得越快，當然實際訐算起來! li 钛 
越方便；比方說，如果V就 EL 經達到 f 我們所要求於的精磘程度 
時，則我們 tv 要农出級馼的 kvz ^ 〖就够了；在級败收激得很慢的情 
形，爲 J ■要逹到间樣楮確的保度&訃就别要許誌到(比如說适耽 
使得我們碰到技《上很複雜的訃笕 ( .正是 ft 道搽-義丄. 有畤候 
我們說收斂得非常慢的极數 ••在實際上 迻發徴的、网爲雖然當_»充分 
A； 時〜可以無限逼近 S, 佴是要達到 所要 求的精■確拜度，必靖取得道' 
嗪大，以至於要實際求和簡直是辦不到的寧情。 

對於那些比任何幾 M 級數都收歛得慢的辍數來說 ，上 述兩 mnm 
法郤無法應用了。道種級數的具體表现兹：剛才在兩個判別法的推論中 
fit ! 提到的極限【通常都等於]„對於這稀:极數，我們必顆付出更欠的勞 
動來尋找更精細的，更敏銳的判別法，而 a 樣做是必要的.岡爲好多類 
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® 學分 析 fa 明 敎 n 


在實踐上有很大價値的极欵於這闢收歛得很慢的钹敦之对。 

我們從％®最重要的…頻铍數 
1 1 1 

'{« + 2» + "' + n * + ■" ( 2 ) 

荇手，其屮《迠任意一個實常數，當《<0時，級數 d ) 顯然迫费散的， 
闪此我們只須芩査《是正數的愦形。常 ^-1 時，道 m 級數就是調和級 
數它的發散性在如7中 Li 緙考赘過， .又冈 爲當 ？<:i 時，我們嗬： 

i > i <>= i ，2, …)， 

所 W 极據极數的比較原則(定?@ 1 :)，山於調和級數發徽•鱿立刻知逬當 
"<1 時鉍 數⑷ 也發散。 M 樣一來,刺下的只是要考査 -^l 的情形了。 

項在我 r 要證明當 c > 1時級馼 （ 2 ) 收 tt 假定1，是任意一個 
0然敦。闪爲當 0< XA 時我們顯然有 ，闽此 

k k 

^ Q}- f dx^ ^ k~ s do}= ^ 

A — : j U—l 

在适谰不等式屮陸續令然後把這榛得到的 1 個不等 
式加起:米，被得到： 


^ n 

2 (^- 1 3 ) n^<^r 

J 

因爲 »>i , ii 統説明 f 當 s > i 時級數 (s ) 的部分和是有界的，我們知 
道，适就保箱了級數 (2) 收飲。 J 

以上我們用來證明級敦(2)當《>1時收敛的方法，楚常常會用到 
的方法;在§!07 I 定理 5 ) 中我們將給予它以-艰的理論裉據。 道衷我 
們要指出，這個方法不僅可以用來判定級數 ( 2 ) 的收激性'，而乱用®禅 
方法可以給級數的跺項以很方便的怙計 ，事實 上，根據前面所說的，當 
t >_ i 時，我 們有： 




站 絲 泌.卜八卓炖拟的驳 祿数 
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h + 1 k 

J a- s j " a;- J dx . 

k k — 1 

把這搜不等式按照 A 從 n 到 m + r 加起來，就 得到： 

n + r +1 n-\-r n-\-r 


dx^, 2b<S^ 


或者，把兩個積分都算出來，就是 


(s-l)^- 1 <>-l)(n+T + l) 卜 1 A 




_ ._. 丄 _ •• •* • 

^(s ^ iYin — iy - 1 — ( s — iXn + r )^ 1 * 

讓 r -> CO 取掻限，就 得到： 

_ i . 

(8-1)«卜1 … (3—1)0—1 )W 

h — n 

m 2 . 常 a = 3 時，我們有： 

▲-<->+ ( n + i )3 + '^(^ Ty - 

級 K ： ( 2 ) 的收歛仍;不可能用我們前面所說的兩個判別法中的任何 
一個來判定 ; 特別是我捫前面談到的兩個推論中的極限 

lira *y u„, lim -': 1 , 

n-^ CC Jl—ao f, 

« 极數 ( 2 ) 來說，不管 》 等於多少，它們都等於 1 . 事實上，令 


我們有： 


In Cn~ S 

因而（參看§37例5 ) ,當 n -> oo 時 ？ 


C rt ( n ~ l f 2 , …）， 
lim 





取榮分 析商明 取 褡 


同樣，不管 s 等於多少，都有： 

_1__ 

s ~>i (^ oo ). 

n s 

正像我例以前的兩個判別法是在與幾何級數相比铰的基礎上建立 
起來的一樣，我們可以把級數拿來與 （2) 型的級數比較，從而得到更楮 
細的判別法。以下我們就來建立這秫判別法中的一個。 

判别法3 (拉阿北)，夺乎，”了$ 譽 - r>i 

科; . . 

n (^~ 1 )>^ ⑶ 

ayMifc 

财 1 十虹 3+ 十虹打十 ■*. (奴) 

則级數(％)發散。 

p ^ BJ . 1. 在第一種情形下，我們任意取一個大於 I 小於 r 的數 
很明顯，當 《->«> 時，量 



趨向於函數 （1 + W 在點 ； s = 0 的導數，換句話說，趨向於数 〆 ；因爲 
r < r , 所以對於充分 大的〜 我們有_ 

-- ^ - <«' 





從而 


眾 R 篇 Vv.iT ： EV.j 锻鞞哦 




因此，由 （3) 式得出 

■^1+ 

U tl +i 

或卽 


(1 + 去）< 1 +~- 


n r ， «M>C^+l) r ， M, 1 + l ； 

迢就說明了當 M 充分大時，乘蓿隨着《的增大而減小，因而，常 
1*000 時适個乘積是有界的;襖句話說，一定有這榛一個數 C >0 存在， 


使得 


或卽 


« r ， M„<e Cn = l ，2,-.0, 

«»<^( (« = l ，2，* + 0. 


因爲 r > i , 极據我們上面才證明的結果，級數 2 收歛；因此， 

根韨比較翻我們知道級數卜)也收歛。 "― 

2- 在第二棟情形下，從 (4) 式 得出： 


或卽 


Wjj+i ^ ■Ji * 


1 ^hi-i-l f 

W 此，如果 w 充分大 {»%), 乘積就不會隨着”的增大而減小;從 
rffi 只要我們令就有當叫時, nu ^ t \ 或卽 


而闶篇調和級數是發散級數，所以我們根據比較搌則就知道級數》 
也發散迢就完全證明了判別法了。 




Bifi 教學分 析 節 叫 敎 n 

趿前面兩個判別法完全一橫，從判別法3也可以得到一個推論， 

推输. ㈣ —⑻，— 

lim u 

cc 

■q-te., flijt ^>i mmn ；<i bsm(«) 

适個推論的設明我們也留給讀者自己去作。 裳 時 k 數〔《)也 
是旣可能收歛也可能發散。 
m 3. 假定當峙 

-( TT 2 + i 4 '- + n - j ), 

, t = Cl 

某中 a 是一個正的常數。我們不難求出 



常 n^oo 時上式的搔限値等於函數以在 s= 0的導數，卽 In a。 根據判 
別法； i 當 a><i 時級數(《0收歛，當«<« 時辍數 (《) 發亂常 a = e 時軾 
還须要作進一步的硏究。 

我們不難提供一些簡眾級數的例子，衡於适些极數來說，判別法3 
還，嫌過於杻略。我們剛才已經碰到過一個這樣的親數（上一個例子中 
« = ^的情形 ） s 讀者不妨自己,飛明，這個判別法不能判斷任何一個下列 
形式的級數是否收敛： 



2 


^1( in n 'y 


iff 裏* 是一個正的 常數。事货 上，我們 徙 够找到更加椅軸的可以解決 
上面设 出的問題的判別法。在二十五章中我惘要學會這欉一個完全新 




2S ! ' ： 3S S-t- 八雄無疏的 Ktei&fflk m 

型的判別法 ，這個 t !) 训法是纽立在賴分爭的基礎之上，用它就不難孥握 
道類更瓴雜的鈸數。 

練習題可以囊否 1;. U . 插米多維奇的胬題集，第五章，間題42與 

4 S 0 

§ 69. 资號級數 

現在我們來硏究昝項符號不一定相同的級數。 

首先，我們分出一類所溫的交錯級数，它的各項的符號依次地茈負 
交錯。比方說，所有號碼是奇數的項鄱足-正的，而所有號碼是偶數的項 
都是負的那禪級數就是^>运種极數我們常常把它篇成下判形式. 

狀1 一 斜5 + 社3 一 +- lr U ^ k-l — H -， ( l ) 

當然，运■裏所有的叫都是正數。在各稱應用中都常常碰到這植交錯級 
數;而且在 理論上 运撾級數也有它的價値，适主要是因爲我捫常常用一 
個掙簡單哼判別法就可以判斷這類被數的收僦性，現在我捫就來蔣明 
這一侗簡單判別法。 

定理 U 萊布尼茲)。 f 字年亭哼 «>1 等今予雩亨叫 

成立，並且】 = 則 . 

• ■ * * * * • * * * * 

因炖,對交錯級數來說， ] im 枷 = 0加上各項的絕對値單調減小就 

oO 

保證了交錯級數收歛(在一般情形當然不見得能适樣，例如調和鈒數就 
滿足适阑個條件 ，佴包 並不收 敖)。 

— 跟通常一樣，我們把級數 （1) 的部分和記作《„。對仟; a 的 
◎2， W 們有： 

5 2fc — 4 卜 2 = — ^2 it ^05 

因此，序列 

‘ W ， …， 叹，… (2) 

是不減的，佴是另一：//面 

— ('^2 一 — 一乜 S ) ■ 一 (祝.0_2 一別 2*-0 —文 hh 
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因爲等式右邊的被減項郡不是负的，所以 

■《奴 .1 (J •- =^1 ? 2, . ，0 ; 

因此不減序列〔2)有上界，适就說明極限 
Um = ^ 

存在3要®明所有號碼是奇數的項的部分利也趨向於洞一個極 Us , R 
消注意 


因而當時，根據已經證明的秘->3與定理的假定《汾 +1 —0就得 
出 

這就證明 r 定理 i . 

最簡單，在實用上也常常碰到的一■個典型的交錯級數是： 



⑶ 


根據定理1适個級数收歛。假如我們把這個級數的每一項換成它的絕 
與値,則我們得到一個發傲級數(調和級數)。這就說明，級數 (3) 的收歛 
性不僅僅以它的备項(絕 ff 値)迅速減少爲先決條件，而且還以它的各 
項 w 號交錯分佈爲先決條件。 

同時，級數 (3) 還說明 /* 級數本身收歛而由它的谷項的絕對鏟所構 
成的觊數却可以是發散的。在整個鰱號級數理論中最龙本盟_要的事實， 
是剛才道句話反過來不_®，換句話說， R 要一個級數的&項絕凿値構成 
的級馼收斂，這悃級數就也是收歛的。 （ SM 定 

衫：+ 狀2 + * * J + v~- ti + … (虹.) 

是任意變號級數。我們苕下述定理。 

定理 2 . 

丨 . lc l I + 丨 《S 丨 + . . . + 卜 . l ..i I 十 … C I w I ) 

收歛，則破數 （》) 也收歛。 

« * * * * * T * 




笳十八荜 ®_ .窮的 Kfflm 敷 am 

mm - 假定《與*是任意兩個自然隞。枞據§ 67的定理1，從級 
數 （I i 的收彌性立刻知道,和數 

• j W.tl + l | + | «n+2 I +- 1" I 1tp 1+ lt I 

可以任意地小，只要取 ™ 充分大，佴是因爲 

i Uj!+1 + ■]■;?+ …+ I 5^ I I + I Ihi-t-2 I + * * 1 + 丨从 w+H 1 ， 

所以對 任意的 t I 叫 《+« .科 2 +■•■ +^, + HM 個量，當抑充分大時，也可 

以任意小。同撬根據狀7的定理1，就知道級數 (2) 收效，於是定理2設 

> ■,* 

TCo 


我們從上面 B 經可以看出，收斂的變號級數很自然地分成了兩類： 
鍈數（！《 .丨） 也收歛的構成一類，級數 （ M ) 發散的構成 M —類。我們把 
第一® m 數稱爲—零:,第二類极數則稱爲條件收歛級數(爲什 
麽适轘稱呼，我捫很 明 1 白)。這兩類收歛級數 iW 的 '差 11 別‘是弗常 
之大的，無論 S 數學分析本身以&它的很多應用來說，這個差別具有® 
本電要的意袭。大體上适個差別可以道樣說：幾乎一切有限和的忤質 
都可以搬到絕對收敛級欺上來,從而道稱級數的運算 nj 以按照有限和 
的運算法則 來迤行 ;佴反過來,對條件收歛級敷來說，則許多有限和在 
具體計算上具有重大價値的簡單性質都沒有了，就因爲這樣,條件收敛 
級數在實際應用上受到很大的限制 D 

很明顯，同號收歛辍數永遠是絕對收傲极數，所以我 OT 剛才所說到 
的困難對间珑級數來說迠不會發生的。特別說來，我們在下節中就要 
對筢對收斂辍數逑立的全部定理,對於一切同號級數都自然適用。 

在本節結束之前，我們還要引進一個時常要用到的蹦於一般變號 
級數的判別法。假定《1，奶， .. w . ■與汍，馬，…‘…是具有下述性 
質的闸個實數序列： 1)^ 都是 H 數，眾調減小 (《„+：<〜) 胧且 = 

oc 

= 0; 2 ) 有這様一個常馼 C 存在，使得 Sh ■切 《>：l mi \< r n \ = \ fiv+fh 
+ ... 十 A 丨< L 煥句話說，以 A 爲-。般項的数値链數具有有界的部分 
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令 in = 1, 2, ■ ■ 0我們要來®明以心爲一舣項的級數 GO 
收歛 c 

舄/這個 H 的，我們應用一般收歛判別法 (§ W 的定® 1 乂 极據這 
個判別法，我們 R 消證明對任意的£>0, 只要 n 充分太就不管夕>0是 
怎欉一個 It 整馼，都有 

jiiji+i - h ^ i + j > I <^ e * 

我們有： 

p (似， p ) = w u+1 + 叫+ 2 + *，. +、+ p = 

— C^e+l/^+l-htfrt+Sj^M+S 十 …+ OCtiJrp^n-krPf 

或卽，令 

+ T " +^* = cr 5 t (A = 1,2 t ..-)， 

2^) ^ (tr«+i — <^~") + a”—.2(cr n+-^ _ ^ »-^i) H - ** * 

• … + n + w + p — o' + — 


=~cr mc*k+i tr ， -+i(a«+i 一 an+j) + cr ?j+^(ctr (+2 一 tftt+3) +... 

… +CT Ji-j-^^j{clfu+]ci-l—"'««+;>) +t7 « + f^3U+p; 

眼定我們把 n 取得這樣大，便得如 + 1<_; 於是根據不等式 
與价 +1 <^(任意的& )，不管 p>0 是一個什麽樣的正整數，我咖都有: 

1〆'$) |< 咖 +1+< 仏 |+1 一 ffn+p) + C(H f [^up = 2^ ， £Hii-irl' < ^£j 

而這就證明了我們的斷言。因此我們已綷得到了下列判別法。 

定理3 (迪里 赫勒乂 假定 ar .^0 ( n ^ oo ) r 又對於任意的都 

| 十於 Z + … +/? f ■丨 <^， 

^Efc n 亭 Mmn 

+ tf 2/?2+ … + « ny 3 ji + … 

* _特別是，如果我們選掙扒則不難狩出，我們刚好俜到 
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定理1， W 此定理1是定理3的一個特殊惝形 
fj. 對於任意的&，我們郤有： 

sin ain 一 吾) ^ = 2 ain eoa 

把道個等式依灸從 1 到 《 加起來，就得到： 

n 

sin sin -i- oi = 2sin -- ^ cos ^ 

i a = 1 

從而,如果 ain ^^=0, 就有: 

^ sin (9i+J-) a:—sin —x 

/ C 09 fel ?= ' -——— 2 -- ——- - - , 

i 33 9 

k= i 2 sm- 

因此，對於任意的 ™：>i， 都有： - 



假設令咖 = ^， A = cos m， 則根據定理 3 我們就立刻细道：只要 !C 不 
是IV的倍數，級數 


2~ ⑷ 

«=1 

就收敛;當& 時，級數 (4) 變成了級數 

2 ( — 1)" 

n * 

n 二 i 

道悃級數的收歛性我 ffl 上面已經證明了；當 o : = 2» f 時，級數 (4) 就變成 
_級數。 

§诎的練齊讀者可以在 B . II ,捷米多維奇的習題集的第五章，習 
題 74—77, Sfj : 汕， 9(5 中找到。 
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§ 70. 級數的運 m 

1 . 有限和的一個最重要的性質是它的挽句話說，它的 
和與相加的次序無關；我們很自然地铉問,否可以搬到無窮 
級數 _ h 來；換句話說，一個無窮收欽級數在任意顛倒它的备項的次序 
後,是否還能保特它的收激性與它的利的大小?現在我們來證明，無論 
是絕對收斂級數還是條件收斂級敕， a 個間題都可以得到解答/而且正 
好是兩個彼此相反的答案 „ 

定理 】 . 

tl\ H" )4+ ■ ■ ■ + li.fi + … 〔 H) 

EL - e^if k Mff c*o 

mm . 

ll + I'a H - hw,.H (V) 

孕孕 f 样竿料— 1^1—，. 

… 一咖•备 . 


Pn ^ ^ ) r 

十1 

於是 C^~) 0 假定 s >0 是任意一 P]H 數又 w 這樣大，使得 
P-<e, 級數(《)的前《項均，《■»，■‘ .％與級數 0) 的某些項 ％V«.; S , … 

完全一欉。彳跋叫是 k h …匕中 最大的一®。於是，很明顯，對任 
意的和數 




2 


% 


&= 1 


中除了有 Wl ， ％…叫外,還可能包 ■& ■更■多的 SI 碼々>«的西此，如 
采令 
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我們就有; 


^叫；〜 (化 h % …)， 

t=J 


<TmU 仏 

其中 s 是某些號概 /(>» 的叫的.總和，因而 


i 辽 '《^ h .~: I ^ - 

於是 

]tr m —sj = [s„~s + 2|<!s lt -s| + ]q\ = 

= j ^ j + W K 2 i W 十 i 3 1 <2£ * 

k = n-{-i ^;= n - f -1 

這:裏 U 要唯一的條伴就是要 ™ 充分大。因典，我們 B 經證明了級數 (4 
收戗，並旦它的和就是 t 這個級數的絕對收戧性連不多是顯然的；事 
實上，和數 

n 

2 w 

t=i 

不是別的，正是正項的牧激級數1 丨+卜 2 | +…+| w „ 丨+…的某 n 
项之和，因此，對於任何一個《它都不會大過這個級數的和，從而當 

n qc 

如時， 2 i 叫 I 保持有界。由此可兒，級數2 m 收歛，也就是紙 

A；-l * — 1 

數 (-0 絕對收歛^ 

現在我們轉而討論條件收敛級敫，我們首先要證明一個輔助性的 
定理。郛實，适個輔助定理本身就異有極特出的意義。 

引理.(^) f 平亨竽亨巧平哥 ㊉ 苧了 fff ： 手 
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m («"), 亨) 孕—二 f ㈣ f ： (矿、_ 

* 於級数 o + ) awn ± 
k , 屬於級數 o -) 的茌項之和記作於楚 s „ = m +心因筠級 

數 (《) 收歛，所以當時部分和〜趨內於一涸確定的極限；因此， 
等式 〜 =--si + s 7 t S 訴我捫，如果當時对與 s ;;中只要; f - W 固有 
樹限存在，另一個的極限也就一定存拒； W 是适樣一來， 它們二 者之笼 
4- 巧 也就要 趨向於一個確定的極限，然而這個差顯然就等於 

! ".1 I + I V-Z | H -十丨 1 Mil I， 

從而，级數 o) 絕對收斂，适與定理的假設發生 矛质^ 闪此，不論是 st 
還迠 〜， 都不能在《->«=時趨向於獾定的櫸限，換句話說，級數 •>+) 與 
級數 oo 都是發散級數。适铳證明了我們的引现。 

定理 2. hmm： 

十 4 1 命争#心夺寧參參夺^ . 

* 1 •- •爲 Y 得_到¥散•親鉍匕 o 的谷項作如下的安 
m , 始我們先取級.數<»的苦干個正項，使得它們的和大於 u 根 
據引理這是可以辧到的 ） 。 在這 控玫 的後面我們放上級敦 （ 《 ) 的第一個 
in 然後我們再在餘下的正項中取若〒項也使得它惘的和大於]，然 
後在这些项之後再放上熔二悃负項；這秫安俳，由於我們有引理的保 
證， 町以一 逾繼蕰下去以至 無愆。 並丑很明顯，級數 （《.) 的铈一 項都该 
或皁或晚地妇I個新級數中出猊。由於'這一個新級驳在無論多逾的地 
方都设有數値大於1的片段 m 現，所以根據钟 7 的定理1它是一個發 
散狐- 

2. 要想得到具有任意事先給定的和數《的收歛級數，我們凿较數 
的项作如下的安排。爲了確定起見,我們不妨假定我們一開始先 
取^數 (《.) 的正項（按它們在旅來级敦屮的次序），只要它們的和還不 
大於《我們铳一直取下去„但《據引理，我們遲早&取到遥個和大 







十八卓 is 凉的數 fli [級數 


於 《 的。當我們這欉取得的和剛刚大過 h 我捫就立刻轉而取嗖數 （《_) 
的負項(也是按照它捫的 n 然® 序來取 ）， r 要整個含已取的正項） 
這悃和還不小於 S , 我們就一应取下去；同欉极據引理，總會來到一個 
時候，运個和又開始小於^於是我們又重澌按級數(《〕的次序取它還 
沒有被取走的正項，等等。這樓無盡無休地作下去，我們得到一個新級 
數 


W + ■ * ■ 、 

很明顯，這個級數的祺的確 M 是級數 O ) 的全部項用另外一個次序重排 
出來的。令 


^ ^'1 = (?■« (« = 1. 2, •••), 

1 

假定6>0任意小。因爲當 〜 々00時 ^,,->0, 所以可以找到這樣一 
個數肌使4导當時, I ^ K ^ o 我們來考慮任何一個汀,, (» m ) ;如 
果 《■„ 與 CTn.t 中一俏比 S 大，一個比 s 小，則 

|<r„— «| < |<r rl —cr,,^! = |u tl | <£. 

如果 ( T , ; 與 ( T ,,-! 都比 》 大或满都比 S 小，則根據我們逮立級數 ( W 的苽 
則，…摁是比2更接近於 L 因此，在任何 情 飛下， CT „ 與 S 的距雜 
或者小於6或莕小於與《的距離^由此可兄，従某一個遼碼起 
級數 ( W 的部分 和％ 與 S 的距離永遂 小於匕 佴是因爲 S 可以任意小， 
所以而這就設明了我們的定理。 

朝廬'欉，我們看到了條#收歛皲數移現運算的結果,是完全不 t 定 
的一大堆東西，適當地使 ffl 這個運算可以得到以任意給定的數 作爲和 
數的牧歛极數，也可以得到發散級數。 

PB 3 I ：. 很明顯,我們以上考慮的，級數 ffi 新排列宵影響到它的收歛 
性以長4•的和數的問題， A 有在颁倒次序的项有無窮多的情形下才打 
發虫。事實上，如姬媚倒次序的項，比如說，只是一些號碼小於某一個 
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™ 的項， 則從〜 開始，以後所有的部分和都跟沒有*重排前完全一棟；因 
此,如果原來的級數收揿，則: e 徘後的級數也收飲，並且它的和也不會 

2. 有限和的另一個重要性質是 yfqef :要想把兩個有限和乘 
起來， M 耍用一個和的侮一項去乘_另一'個'的 W —項，然後 把這樣 得到的 
听有的乗稂加起來就行了。 W 此,一個很有意菝的事情,是我們想知道 
分妃律，對無窮級數艰說，是否也是正確的 D 不遇這個問題也可以從.另 
一個觀 點來 看:在§67中我們已經看到任意兩個（或更多個）收歛级數 
永逹可以遂項相加或相減;現在我們很自然地會提出這樣一個問題:是 
否兩個收斂鈒數也可以逐顷交錯相 乗呢？ 

定理 3 . 中 f 寧誓 

+ Zt 。 十 -■ 1 + lf. r ‘ - 4 ~ »» ■ — 5 ( 針〕 


m 

+ ^2 + ' ■ ■ -j~ "h " 1 ~(T C^O 

卓 的參 ㈣ ▲早亨•二 a . 

* • .* 毳 A “ 士女二個次序排好的 喻 

(\. ^=1*2, •• o 形式的乘積，然後我捫來考慮級數 

| Wj ] + 11% j 4- * — H | Wh | + ■•* (] w | ) 

假定 *?„(>= 1, 2,…）是級數 （ | M | ；) 的部分和。凡是由 j 這種形式 
的項相加而成的。在&中這種項的全部號碼 i 與&中有一個最大的； 
我們把這個最大値記作如果我們把下列兩個有限和 

-Am — 1 1(-1 | + lli-2 | + ■■ * 4- 1 ttm | j iim = 卜 1 ! + [l 1 * I + - . * + j | 

乘起來，則在這個乘積中,顯然可以找到&中的所有的項 I U 因此 

但是极數 (《) 與級數 O ) 都絕對收僦，闲此部分滾 Mm 與瓜都是有界 
的;從而上述不等式說明，級數 （j ® i ) 的部分和仏也是有界的：因而級 
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数（ I 叫）收敏。 

剩下來我 fflPY 要鉦明級数 

% + % + ’.■ +叫 + ... ( m ;) 

的和（当然，級数 O ) 是收斂的，这可以从 級数: >) 的絕对收欽性推出 
來)就等于邮 3 为此目的，我們酋先指出由于級数（《0的絕对收敛性， 
所以要求它的和,我們可 以任意 安排級数的項（卽乘积叫外)的次序(觉 
理1)。我們安排这些項的次庁•如下：先取 其中 最大号碼等于1; 
然后苒取 最大号 碼等于 2 的一切項(共有 三項： 然后 
再収最大号碼等于 3 的一切項（共有五® : 奴 2 以， ) 

mm :' 如果我們取这今蜇棑后的級数的部分 和取到 最大号碼为 》 的那 
一部分項为止，則这个部分和很明跶地就是由所有的《内: （!<»<*», 
組成的;換句話說，它就等于 ■ WTm ，其中 

奴 1 十 十…+ V-tn f (Tm ; A + 4 + 

但因为当 CO 时〜 — S 又 cr m ^ r ， 所以上面所說的那©部分和'当 
m — oo 时趋向于时。佴是因为級数（岣收斂，所以迖些部分和的極限 
就是級数 O ) 的和数。这就証明了定理 L 

更細致的分析 (: 我們迖 M 不再介紹了〕吿訴我們，要得到我們上面 
所說的結論，只要假定敍数 ( M ) 与皲数 （0 中有一个絕对收敛钛够了（当 
然，另外一个就是条件收斂級数)。但是这 M 乘积:的排列已不能仟 
'意 | 而应依照某种完全桷定的順序来排列。 

在兩个級数都是条件收斂的愦形，一般来說，迖兩个极数不再能逐 
項交錯相乘 n 因低，对于分配定律，一般来說， R 有絕对收敏极数才跟 
珩限和的情形完全一样。 

本节練習可 以参潛 B. n. 捷米多維奇的晋題集，第五章,®題 1W， 

llSc 

§ 71. 無穷乘精 

_« JPJ 將加法运算应用到仆意多个被加项洞样地，关于算米中的 S 
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一 个运算 一 乘法，也可以將它应用到任意多个因子的相乘。在加法 
的情形，当我捫讓項数無限增多，再应用極限槪念，就得到無穷級数求 
和的槪念。因为乗法的性質冇很多与加法的性質类似，所以我們完全 
有理由期望，如果讓因子的个数無限增多，則利用極限槪念，我婀应該 
能够引出新的有益的槪念。 

假定 2 i ， ％，…，…是任意一■个实数序列。令 

n 

— " 7tn (W = lj 2 ， 

k -1 

称为該序列的“部分乗积”，如果当〜时掻限 

lim 7ttt = fc (l) 

»—>c& 

存在，則跟無穷級数的情形一样，我們很自然地 就杷# 取来作为“所有 
的’、的乘积，幷且写作： 

7 t J I 

k = i [ 

假定所有的項〜化=1, 2, 3,…）都是正的。于是 

♦4 

7 tu = 2 ] g 科； 
k = i 

釦果極限 （1) 存在而丑*关0,則根据对数函数的連續性，就可以认 
■ 7 t«->Ti 推出 lg 搀句話說， 

n 

s n = ^ lg 外一 > lg # («^> O 0)， 
h=l 

这就說明，;極限 (1) 的存在是級數 

+ + - +lgh + … (2) 

收歛的必要条件，幷觅这个級数的和铣等于龟反过来，如果級数 
(2) 收敛，則当 n — oo 时，量 
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s.t= ^ lg s.-t = lg (s 1 g 5 "-S：, 1 ) = -g 
h=l 

趨向於一個確定的極限，而這就說明部分乘 A 也趨向於一個確定的 
搔限(這裏，這個極限的對欺存在，所以它必定是正的乂适檨一來，我 
們已經得到下面的結論： （ 在〜 都是正數的情形 〕 孕參乎❷學平 （ I } 夺 
( 2 ) 哗寧。從 a 個結果義士看出， ■ 

:二。的_¥應該處於一個特殊地位。 

現在 假定知 具有任意的符號（我們只假定它們當中沒有一個等於 
零，因爲如梁有某一個 A = 0,則對於一切«>/：都顯然有 A = 0, 從而心 
的梅限狀態毫無意思）。很明顯我們有： 

£ " = ( M = n‘+). 

假定極限 (1)# 在。於是當 《-■>■£» 時 Tt n -> Tt , 從而如果 


~—1 (n—>oo); 

正好像收歛級數的第《項，當時，要趨向於零一樣，具有異於零 
的搔限*的無珩乘積的第《■個因子.•當時，一定趨向於1。我們 
可以看出來，就在這裏，7£ = 0的情形居於一種特殊的地位；我們不難 
舉出例子，常^ = 0時,上述的結論一般說來是不正確的;爲此，我們來 
裔項下 面的例子： 


(«= 1, 2, ■■■) > 

我們有 = ■ oo ), 同時， s „ 永遠等於1因而它不趨向於1 

( m ^. co ) 0 • 

因肚，我們再一次罨出了，只有那種極跟 （1) 存在而且不是零的嫉 
窮乘積，才或多或少地類似於收斂的皴數。這稲葑法在理論的進一歩 
發骚中，還要一再被新的事實莳明其爲 iH 確。园此我們採取 T 列定義 
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是適當的： 

.^ r - m[£M a ) MimMx - mf , 手 f 声 

骑 ...〜_..= 11 s n (3) 

i=i 

M ； 亭亨乎亨亨爷等， 

(3) mk ^ . 

* 奋4窮襄傲時，則我們把 極限冰 哗做無窮乗積的孕;因此，收 
敛的無窮乘積的値永遠是不等於零的馼；發散的無窮 _ k 有 im 的 
値。 

我捫已經知遨，收 徵乘賴 的第《個因子當時趨向於1。由此 
可見，在钿一個收斂乘積 (3) 中，從某一個》起 s „ 都是正數；因此, a 稀 
乘賴 r 可能含有苟 PR 個負因子。如果我們把這些負因子的符號都加以 
改變，則整個乘精或渚只是變一 個符號 ，或者乾脆一 s 也不變，總而 s 
之，乘積所受的影響是無關大局的。因恥我們可以在下面永遠假定所 
有的2,,都是正的，這絲毫也不會喪失 我們妍 究的對象的一般性。再惠， 
因爲對於收欽乘積來說，〜 — 1 o ^™), 所以爲了方使起見，常常最好 
是令 ^= i +«„, 從而把無窮乘積寫成下面這欉的形式： 

JJ(l + «0 ； (4) 

其中在 m 巧情形下，都有而且在乘積收斂畤有 hdo 

(n->co) 0 

當然，不待說，無窮乘檟理論也有它自己的首要間題，卽判別法的 
® .立問題，跟級數的惜形一樣，要用這些判別法來判別-個給定的無窮 
乘積是收歛還是發徵,我們已經知道乘賴 (4) 的收戧性跟級數 

y is (1+ M -.) 


(5) 
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的收歛忡等價；這一個聯系就使得我捫可以利用跑於級數的已知的判 
別法來建立關於乘積收微性的判別法。待別說來，在§67中所娃:立的級 
敦收歛的一般判別準則就使我們能够作出如下的結論：對於任意一谰 
*>0,只要《充分大，就不管 k > 0 是怎麽樣的一個正整數，都永遠有 

| + |<^ (-«) 
十 1 " 

這個條件是級數（5)，從而也就是乘接 （4), 收歛的必要充分條侔，因爲 

?*十為 n + Ar 

2 igCi + wO=]g {XI ( i +« i )}, 

t=^+l 4 = 

所以不等式 ( e ) 總可以換作不等式 o 

j il(i+ 叫 ) - 1 jo ，， 

1_ = 7»+1 

其中”跟 s —榛，是一個任意小的正數。因此，要想一個無窮乗賴收 
歛， 必需， 而且只需，任:®—個足够遠的(隨便多畏的）“片段”的値任意 
地逼近1,在這個意義下，我們得到了乘積輿級數之間的完全類似之 
點。必需注意的是，這種完全類似的情况，是只有常乘積的收斂性是俾 
上面那樣定義的時候才能够得到的 （ 卽當 lim 泊,=« = 0 要算作 

是發 敷的夂 

跟級數的情形一樣，我們在上面所得到的這個判別法 M . 有彳 K 大的 
珣論價館，佴是很少用它來判別一個具體的乘穡是涔收歛„要想得到 
更加容易付諸實踐的判別法，趿级歎的情形一樣，我們還應該從一般的 
槪念轉而來討論更加具體的某些確定掉類的無窮播積。當然，一個很 
S 然地汽先要提出的間題是，什麼欉的乘楮應該筇作是相當於同齪級 
數的，又什麽樣的相常於異號极數 C 

_收歛辩銳 的項隨若 它的铖碼的增.火府趨向於芯;如果极數是同泼 

o 常一個數的爲任小的冲箧 . irirjifk k 有常 afRw ®. 它才仵总地 m 近於 
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的，則它所有的項或者全是正的或者全是负的;換句話說，所有的項都 
位於極限値0的同一邊，在收歛的無窮藥精的情形，這個極限値等於 
IJ 因此我們應該認爲類似於同號級數的乘精是那種全部因子都大於 
I 或者都小於1的無窮乘積。如縣精表成了 （4) 的形式，則道就說 
明，如或者全是正的，或者全是負的 a 對於這一類無窮乘稹，我們有 
很簡單的而且便於應用的收斂準則： 


定理 1. 如果梁積 （ 4) 中所 有的如 同號，則乘積⑷收歛的必 

* * * * « * • » • * * * • • • * • 


要充分條伴是級數 


itj + .，十 十 * , * 


⑺ 


• 货先我們不妨假定當 《-> 如時％ -+ o s 因爲，如果；不是這樣 

的話，正如我們所已知的，努詳 su ) 與級數 （？） 雨若都發散，於是定理 
I 的結論 a 經成立 。現在我們分別考慮兩種可能的情形。 

1. 假定 i 〜>0 O = 1，2,…）。因爲當 s ->0 時 

e I = l + »+o 〔 a:), (8) 

則當 •^充 分大時 

我們不妨箅作這一個不等式巧打都成立，因爲去掉有限項並不 
影響辍數與乘 賴的收 歛性。因 f 如•果我們令 


^fc = « n ， JJ ( l +« t ) = rfii , 


我們齡、 _ 

少 ,l « e 糾.（《=1，2广‘). （9) 

如果級數 (7) 收歛，則當«-時部分和 s „ 保持有界，但是根據不等式 
( i >) 的第二部分，心也就保持有界; 又因爲 所以麵 
⑷收歛。反過來，如果萊糖⑷收歛，則常你時保持有界;枨據 





第内 a ® ivw &釘的敢値 a 观 




不等式 (9) 的第一部分，知也要保持有界，從而鲅數 (7) 收歛。 

2. 假定如<00 = 1，2,…）。同欉由關係 （8) 知道，當《充分大 
時 

2 u n 1 

^ <1 + «„<e ¥ u ", 

我們這裏间欉不妨算作适個不等式對所有的竹都成立，從而 

1 * * * 

2?^ ~y 6 '^ y 、 

e si Ttu^e («= 1, 2, •■•'). (10) 

如架級數 ( 7 ) 收欽，則當 時〜 有界 ( i 3 —次是〜 < o(m = i , s , \ 

從而私有界的意忠，就是說有這樣一個正數2存在，使得對於任窟一 

個整數 ™ 都有 j 4) ;於是极據不等式 (10) 的第一部分知迫 - rCn^f 

e ~^ («=1,2,…）;又因爲現在所以常抑 — = tiS 仏趨 

向於某一極限襖句話說 ; 乘積( 4 )敉歛。反遇來，如果乘 

積(毒）收則 ^ n -^"^> 0 ( n ~> co ), 這裏很明顯， 7 t .,>7 t (*/ i = l , 2, •■■)； 

從而不等式 (10) 的第二 部分就給出： 

e ^ s,> ft , s « 2 2, …）， 

換句話說，當 价—沈 時部分和〜保持有下界；因此，极數 (7) 收歛。 

例從調和級數的發散 性立刻 知道，常昉 

(I + +) ( l + 2 )'-(1 + ^-)^ 4 -«, 

( 1 _ 1 ) 

從級數 

V 一 1 
«=1 

的收瀲性知道，兩個乘賴 

( i +^-)( i +^)--( i +^) ^ G - 2 V )( i - 余)… p -占） 
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'{$ 時,都趨向於正的搔限。 

更迤一步的練 W 讀若可以參看 r >. ] J . 捷米多維奇的習題集，第五 
草，奢題 40 S ,413,419,420,425 0 



第十九章無窮的函數級數 

§ 72. 函數級數的收 斌區域 

假定叫(>)，〜 aO ) 是一個碟定在某個區間 （ g , &) 上的 
以=:爲自變显的函數的序列。如果我們寫出無窮級數 

㈤ +M S (aO -1 -1-?『.，:㈤ H —, ⑴ 

則對於《在區問 (A O 上的毎一個値〜适個級數都變成一個級數 
w . iC 5 ^)+ . I ( l 2(® o ') H - h ^ 11 (^ 0 ) + •■■, 

适個級數有時收斂,也有時發散。我們把 （1) 型的級數叫做確定在區間 
(«, b ) 上的一個無窮的譽或者簡眾一點，一個兩數 
級救是數學分析中的基枭点％土具之一。整個數館級(在第 
十八章中我們已經硏究過它的一些初步性質），在數學分析的範圍內， 
可以在某輝程度上，看成是函數級數理論的一個 序篇。 現在我們就來 
進而硏究函數級數的理論。 

首先我們要考蒽，應該怎樣把收斂級數這個基本槪念搬到函數钹 
數上面來。上面我們 a 經說過，對於區間(>， 6) 上的變 -m «的每一個數 
値,函數級數〔 1) 部變成一個數値級數，因此在第十八章的意義下，表達 
式 C 0 就可以看成不僅是一個數値級數，而是整個的一族數饉級數一 
般來說，這些級數中,有一些是收斂的，也有些是發欺的。因此运'就很淸 
楚了 >對於“級數⑴是收斂的還是發散的”這個問題來說，在一般情形 
下 f 我們就不能給予一個統一的回答 c 由此可見，像上面這樣來提出問 
題不能適應於函數极數的本質。間題的; tE 確提法應該是這欉： 

a ： ( i )4 

m ? 因陡 ， - 數焱 A 44: 是一 w •爲二.般’說來,淦 
m 收敍性可以在一個廣;間 （ m >) 的某《‘▲立,而在些點不 n 

(S35 ； 
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闪此， K 有在特別情形,及數 U ) 在區間 O ,幻的毎一點都收斂(或發 
散)時,才可以旮瑰地說，运個辍數在區間 （ e , h 上“(或發散)， 

區間0,6 )上，能使較驳 （ i ) 收斂的那槐點稱爲這個級数的; 
相應地，那些使級馼 ( 1 ) 發散的點就稱爲 = 因此,對於毎 j 個 '確 _定 
在區間 ( a ㈠ 上的 函數級數來說 ，运個 區 riiii 就然地 分成了 兩個集 
合-一級數 co 的收斂點的全體與發散 © 的全體。這兩個集合中的第 
一個，稱爲這個級數的收做區城，而第二個叫作發散 IK 域。在特殊情形 
下， S 兩個集合中可以★二心矗空的。 * ’ •‘ 

豳數級數的理論吿訴我 ffi , 級數的收歛區域與發散區域有時可以 
是結構異常裎雜的集旮;並且這穂现象，卽使對於那穐备項都是簡單初 
等阐數的級 數也吋 以發生；例如我們在第二十一章中要 學皙的 三角級 
數就是 這樣。 在這裏，我惘只考虛一個簡單的例子。 

級數 

1 + a:+a: 2 -! — 十 3 卜 [ + … 

的一切項在整個數軸上（一⑺ < a ;< +⑺)都是確定的，對於 T 的每一個 
値,辍數本.身都是一個幾何級數。很明顯，适個級數的收斂區域是開區 
問一; t < s < l , 而發散區域則由不等式 |： c | 來確定 a 

仿照數 値級數的情形，我們把 

n 

S n ( x )= 2拇(公〕 

h —\ 

形式的和稱爲級數 （ 1 ) 的釦果級數 （ 1 ) 在點收歛，則 
]im s ,,(>)= s !>) 存在。 函數〜 ⑹在區間 （ R , 6) 的侮 一點都是確定 
的，佴函數 （稱爲級數 （1) 的和）却只在极数的收歛點才確定。我 
們把闲數 h (*)=« ( 3 ) - « uO ) 仍成叫做給定的級數的 —亨。 當然，不 
挎抑等於多少，函數〜 ( ㈡ 只在級數 （1) 的收鉸區域 j ； 才 " W ® 義，在收 
斂的 饵一點我 們都有 
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lim «) ^0, 

§ 73. -致收斂性 

上面已經說遇，函數級數 

ii 3 (s) +n^(x')-i - +w,„(s)H - (1) 

的收斂性是一個局部性的槪念。當我們說有适樣一個級數在某一個區 

間(《， 5) 上收斂時,我們的意思只是說，它在這個 K 間的毎一個個別的 

點上都收儆，因此，這種說 法-沒 有能冲淡以致去掉收歛槪念的局部 

性。然而我們可以引進在一個區間上阄數級數的^一個收斂槪念，适 

個槪念不再是它在個別點的收歛性的總和,而是沒有局部性,只有“整 

體”（全局)性的一個槪念。這個槪念截於函數級數的理論及其應用來 

說都具有基本重要的意義，所以我們現在要盡量孖細地來考慮這個槪 

、\ 

假定級數 (1)( 它的部分和記作如(幻〕在區間0, &) 的每一點都收 
歛，並且假定它的和是 <30,於是對於區間 ( a ， b ) 的每一點叫級數的 
餘項 》■„(>)= S (2：)—8„( S 0 當》1->00時都趨向 於零。 說得更詳細 
就是:對於任意的 s >0 與任意的 : K ( a <^ h ), 都可以找到一個自然數 
恂，使得對於任何一個 价 >%,都有 

[ r ti ( E )|< g . (X 

這個自 然數、 也就是不等式 (2) 開始成立的“地方”，顯然不僅與 
關，還要與區間(《，&)上選出的點=有關。西爲對於不同的*的値，我 
們從 (1) 得出不同的數艟級數，所以一般說來， h\ ⑻ i 從什麼地方開 
始變得«比 S 小，這個開始的地方是要隨着這些不同的辍數而不同 
的。那麼，我 ffl 是不是能够找到一個抑使得只要叫，不等式 (2) 對 
於區間（化 6) 上所有的點*都同時成立呢？如果 a 的値只有有限榈， 
則率情戟很簡單，因爲對應於甸一涸 i 的値，有一個確定的 《 u 的値，從 
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而不同的％也只有有限個;從道 些叫 的値中取出故大的那一個，我們 
顯然就找到了這慑一個“地方’％從那裏開始，不等式 (2) 對於所有(這有 
限個 :) c 的値都成立。佴是區間 ca ， fc ) 上^的値並非有限恫而是有 M 
窮多個，對於它們當中的好一闼都有它自己的一個叫所以不同的 心也 
就有無窮多個。我們都知道，在自然数這個無窮集合中就永遠找不到 
最大的；因此我們應該認爲，那種眩它開始，不等式〔2)就鹦於區間 
(«， ㈠ 上所有的點都成立的《。，是有可能 不介: 在的。同時，我們也看到 
了，遺棹現象之所以有可能發生的顶因，是對於給定的區間的每一點， 
那個從它阑始就永逮有 in 0«0!< e 的地方來到的時間，有早有遲；對 
於一呰點，這個地方來得早一些，對於另一些點，它又來得晚一些;對於 
某些％級數收歛得快一些，對於另一些^又收斂得慢一些。我們可以 
m 榛說,級數在一些點上收斂的快慢“落後”於在另一些點上收斂的速 
m , 所以雖然級數在所有的點扒 a < a < iO 都收敵，佴是您的收敏性是 
“不一致的”，對於$的某一些値快些，對於另一些倕却又慢些。 

有了以上的說明，下面的定義就顯得很自然了， 

>0轉勢 ■^呼 ，野 f ㈣ 轉7种—、 

使得 ii 焱 的 ( 2 ) mi &±, kmkmkk ( i ) .& 

• •••*«» _*• ■«* ^***#* « 

• • 函數极¥的¥個>?的收傲槪念，顯然已經沒有局部性，換句話說， 
Li 經完全不是級數在個別點的收敛問題，而在本質上面要牽涉到它在 
各個點上收斂快慢的比較。首先我例應該來考盧 f 了亨收斂的 級歡的 
#在問題。是不是級數 (1) 可以在區間 （ a ， E 0 的每敛而不 在這個 
區間上一致收斂呢？關於這悃問題，我們遺記得一個在某種程度上龈 
它相仿的問題，那榦是我們莅§ 2 S 中討論過的一致連續性的間題；在 
那裘，我們先把函數在區間上的連績性周部地用它在區間上每一點的 
速續性去定義，然後我們再定義了： f ； 連績的槪念，它好像是一個比較狹 
的槪念，已經不具有周部性賀仏是，後來我們.又發現 （§ 23的定理 
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r »)： 狃一個〔在阳區間上)連續的 囫敦同 時也是一致連續的;換句話說， 
我們發現:一致連績這侗新槪念，按照它的實質來說，並不是崭新的。現 
在，在我們道裏，如果毎一掴在區問 OJ ) 的毎一 SS 收徵的級数也都在 
這悃區間上一致收斂的話，那末跟連續函數的情形就沒有什麽兩樣了。 
佴垃我們立刻就會看到，事實並非如此 3 
我們令 

. u .^ x ) ( m >1) 

然後泯們在區間 (0,1) 上來考慮級數 （ U 。 我們有 

〜⑻十（名 2 — ： 3 ) + — (a? L —— a? u . 


困此，當 0«1 時 

lim Sji (s) = = 0, 

n—^ao rt-^oo 


M 時，當 3=1 時 s ， (l) = l(« = l,2, …),這就說明 
Jim s„(l) =1. 


因此，如果我們令 

f 0 (0<«<1) 

s ( js ) = ' 

U (>=i) 


我們就有: 


S,!(S ； )—>S( ： 5) (0«1); 


摘句話說，級數 (1) 在區間 (0, 1) 的每一點都收斂而且它的和就是 8(20 。 

現在我們來證明道個級數不是一致收斂的。很明顯，對於任意一 
個自然數％點 


郤屬於區間（0, 1)，佴是 

Sn (iSu ) — 2?^ ^ ^ C^ J 0 
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從而 


=3(2；,.) -S ri (K„) = -i, |l.,,0,,)| =-|~. 

只耍 《< 例如 e - | ), 就不管 m 多末大，總可以在區間 （ 0，1) 上找 

到這饈一個點在這個點上 

|n ㈤ i>£; 

因此，不管《多末大，不等式 (2) 不可能對於區間(0, 1) 上_點都成 
先 rfii 這正好說明，我們的級數在區間 (0,1) 上不是一致 

一個很重要的事愦，是我們應該學會能够 ® 觀地來設想我捫這裏 
所發生的現象。在圖打中我們畫出了《 = 1, 2以及《的値很大時 
函數3/=〜（幻的阛形。不管我俩選取滿足 0< s :<： l 的那一點我們 
都莕到隨 ® ™ 的增大，显 &0) 就逐漸減小並且趨向於零，圖形吿訴我 
們，對於 大的％ aO ) 可以小到無足輕重。但是不管我們把《選得多末 
大，對於距離1很近的 s 的値(例如像我們已經知道的，對於2；= 

〜 0 c ) 還是離開它的梅限（雰）很逆:在曲綫友 = s „( o :) 上總可以找到縱 
坐標距奪很遠的點;並且如果我們一次又一次地讓《培大，我們還是永 
通可以找到這種點 (這些 勡只是改變它們的位骰，越來越靠近右邊)。這 
欉一來，我們前面說迺的收斂的“落後性 '就 在這裏直觀地擺在我捫眼 
前了 0 

讀者不 難證明 ，不管*>0怎樣小，上面遺個級數在區間 (0, 1-0 
總是一致收斂的。因此， 只是 級數的各項在點 I 的極端附近的性質破 
攘了這個級數在區間 （0, 1) 上的一致收傲性。 

這榛，我們已經沿 到 — f ,函數級數在一個區間上的收斂性可以是不 
一致的。适說明了，我們所引進的适個級數一致收斂的槪念，比起以前 
雞立在局部性的基礎上的囫數收斂槪念，在實質上是更爲狹隘的 = 在 
以下畀節屮，我們要財論一系列的重要的一般件:問題，我們就&看到， 
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關於這 些問題 的解決，一致收敏槪念具有基本 at 要的意義„現在，我們 
還只能先來討論下面的間題，那就: s ： :在什麼嫌仲下我惘可以斷览一伽 

級數在一 脶給定 的區間上是一 
致收歛的。 

酋先， 類似於 S 67 中關於 
敏値級數的定理 1 ，我們有下 
列一致收斂性的必要充分（從 
而在埋論上具有很大價铕的） 
條件。 

定理 1 . MO ) 

命 +4« 卞哼+令亨 • 

t 4 + p , 」 

2 叫 （$) j = j'is J!fl (a:) + M|, +s (s) + ■•- + n, 1+J ,(a;) |<6, (3) 

fc=r,+l 

\B.RUm («, b') 邛啤 芋。. 

• *__.*;. )在路^}.(二 則常又 

夕是 4 鏟一個自麵時， 

卜'(叫<音，⑷!<音， / 

因]^ 

斜 p 

； r , I + 1 > ( si )- r lt ( s)l - | ^ 叫= 0 ) j <«〔《心)， 

hz^.n -^- 1 

就證明了條件的必要 

M •夕 

^因爲 r, 办 ，邮 O ' 所以，如果本等式( 3 )，對於仟打 

P— 丄 ，“^ .. 
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的自然數5>以及區間的任意點％都成立時，我們就有： 

h- u (a;)|<£ («6) (4) 

因此，從定理1的條件已經推出：對於彳 I - 意的 s >0， 只要》充分大時， 
不等式 (4) 铣成立。這說明， 級數⑴ 在區間（《_， M 上一致收斂;因此，條 
件的充分性也證明了。 

在 II •體情況下,要斷定一個級數的一致收敵性，最常用到的是 T 面 
這個旣簡單，而 _ a 用起來又非常方便的充分條件。 

定理 2. (锥爾斯脫拉斯判別法) e 如果有适樣一悃收斂的正項級 


m 




a! + £10 -… ~h 

⑻ 

存在，使得 




j 打 ， f 」二 1， - 

⑷ 


ft) 4 ： 了亨辱等。 

„根旗§ ti 7 的定理1,不膂*>0多末小，對於充分大的《，不 

等式 .• 


Gp (+1 十 CSfi +2+ …+ 

對於任意的自然數^都是成立的。佴是道欉一來，根據不等式 （6) ，就 
有： 

P V 

| 2 1 f ."+ i (20 | < 2卜 (« b ), 

ij — 1 fc = 1 

這奥只要《充分大， P 則可以是任意一個自然數。於是，根據定理1 , 
我們就知道級欺 U ) 在區間 ( a , 0上一致收斂，這就證明了定理^ 

關於§ 73的習題，可以參罨 B . n . 捷米多維奇的習題集，第五章， 
f ? 題242，243,245,246,201,262,264；268,279,285,286。 
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§ 74. 函數級數的和的連涠性 

在我們以前硏究數値級數時，一個帶主導性的想法是下面這樣一 
個問題:有限和的那些性質,對於無崧級數來說，仍能保持:不變，換句話 
說，在什麽樣的程度 T ， 我們可以像處理有限和一樓來處理無窮級數 3 
很自然地，在函數较數的理論中我們也應該提出同榛的問題。 

我們知道,有限個連績函數之和，永遠還是連績函敷無論我們 
所說的述績性是在一點或渚是在一個區間上都一樣。是不是遺個有限 
和的性質對於無窮級數仍能保持汗凝呢?如果級數 

" Ih ( aJ ) 十十…+ 十… (1) 

的所有的項都在區間 6) 上迚續，又如杲級數 （1) 在這個區問的毎一 
點都收敏，則是否我們可以斷定這個級數的和在區間(《，6)上還是連績 
的呢?我們已經知道，一般來說，這是不 S 的。在§73中，我們已經討 
論遇 


= s . = (抑>1) 

的一個級欺的例子；道個例子說明了一個級數儘管它的茌項都在區間 
(0, 1〕上連績，而且它在區間 （0, 1) 的每一點都收歛，佴是它的和却等於 
f 0 (0<»<1) 

s ( a -) = .： 

U 0=1)， 

也就是說，却是一個不連續的函數。 不通， 我們也可以回想一下，我 
原來 造出道個例子的目的，是想得到一個非一致收钕的級數，而實際上 
我們也的確證明了适樣造成的級數在 E 間 〔( U ) 上不是一致收斂的。 
很自然地我們會想到：也許正就是這穂收敛的不一致性造成了級數@ 
和的不連賴性，要是我們所造的级數是一致收斂的話，這稲不連獠的 - 
象也許就不會發生了 c 這個猜想的確是不錯的，因爲我們有： 

定理 1. («,6) J—CO 
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因•爲*級*數？ l ; 性完全•等•價*於*這個級數的一 

切部分和知0)的速續性，所以定理 I 的意思也就等於說：如果序列 
Sl ( aO , .%( S ) f ■■■, .%!>), -■的一切項都連續，又這個序列在區間（《， &) 上 
一致趨向於極限函數 8( a 0, 則函數 30) 也在這個區間上連績。 

WK - 我們所謂函數序列 

/1(>),/ 2 0),…，/«0)，… 

在區間 ( AO 上一致趨向於(或一致收敛於)一個函數 /( S ), 是說對於 
任意的^>0,都可以找到一個號碼 no , 使得只要就對於任意的 
我們 都有： 

!/»(«)-/(«)!<«■ 

顯然辍數⑴的一致收斂性等價於它的部分和所組成的序列 SlOO , 
SsO ), …， s ,,( a ;)，. 的一致收斂性。 

— ‘假定占是任意一個正數又《是區間 （《, 6) 上的任意一點。 
因爲 “(1) 在這個區問上一致收歛，所以對於充分大的％我們有： 

| s(*)-s M (a;) | < 丄 e (o<a?<6). (2) 

任意取定一倘滿足 S 愐不等式的敷 I 因爲函數在點《速續，所 
以有瑾欉一個 S >0 存莅，使得只要 b —«1< S , 就有： 

I s„(s)-s„(«)| <-l f> (3) 

O 

但是 

I s(^z)—s(a) \ — i[s(;c)On+OuO) —+ 

<js(a) — s„(;c)( + 卜 “(a;)_ 〜 (a) I 十 |* 

根據 (2) 式，不管 a :與 《 是區間以 J ) 上的怎樣兩點上式右端的第一項 
與第三項都小於又根據〔3)式，只要 [ a !~ a \< S , 右媸的第二項也 
小於因此,就在适個條件端三項之中，毎一項都小於從 
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而他們的和小於6岡此，我們已經得到： 

|<0!) - SO ) |<>， 

只要> — « . < s :丙獐 ^> o 是彳 r: 意的，所以函数.<幻在點《迚賴；又 
W «是區間 （《, &〕上的意一點，所以函數 s(^) 在這個區間上逋績， 
這就箝明了定理 i 。 

因此，連铕函敦級数的一致收歛性就足以保證這個級數的和的述 
績性。 事實上，在大多數的具®淸况下，甜的連餡性就芷是招运撾方法 
——根據級数的一致收歛性 一- 來證明的。 m 是我們也需要注意到，有 
時不一致收斂的連續困數級數也可以有迚錆的和， "H 此上述定埋的逆 
命題是不正確的。我們現在舉一個例东說明它。_我們選擇級数 u) 的 
各項，使得 

s„(.a)=K*- ,, (l-£；' ， 0 (n=l ， 2, …〕; 

顯然觀要令 

K. J (a;)=s 1 (s) ==a:(l —s), 

就行:两爲當 0< n ;< l 時， 

O ^ Sj ^ sXs '*, 

所以當 < KXl 時， s.Cai^O (n->«5)； 叉因爲 s 於仟 意的 都有 
知 (1) = 0, 所以也有因陡，劉於區間 （0, 1) 上的任 M 
一點％ MW 都趨向於零。級數 C1) 的和恆等於審，當然連續。佴是 -W 

一方面，當時，我們永 遠有： 

所以不管《多末大，當£ < +時，不等式 

|^„(2：) |<S 

不可能對於區間（0，1)上所有的點部成立，因始，极數不‘是一致收斂 
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的，在道裏，如粜把所發也的現象從明白醒「1的圖形上來仔細地觀察 

一下，那會足很有益處的。在飼 4 S 中，我們蕺出了，常《 = ] ，2與很大 

的《時，函數友= 〜(；!；) 的蹦形， 

C 讀者不難算出）运些函數中， 

每 一■個者 I !有'一■個最大値函 
4 

數〜(幻在點達到迢個 
最大値「网此，當《無限增大 
時，适個極夫保持.舂它的高度 
不變，只是向右移動，逐漸逼近點1。因此，一方面，不镫我們把^這一 
點選得離1多麼近，當竹充分太時，這個極大總會移到 z 的右邊去，於 
是在运一點®，函敦〜 <>) 隨《的增大而變小以至於趨向於零。但是， 
另一方面，不管《多麼大，也總可以找到一點 ( aj = l /^ T ), 在那裏 
〜 O ) = I ，也就是說，永遠可以找到一些點，在那裏函數如 O 〕 趨向於 
零的速度頴著地“'落後'因炖我們就找不到适榛的％便得對於這個《 
來說，〜 O ) 在匾間(0，1) 的^ 比如說，變得比去還小。而這就表 
明了所造級數的不一致收斂4: . 

因此，連續函數皴數的一致收歛性，一^說來，還不是級數的和也 
述續的必要條件;不難設想，應該還存在着一類非常重要的級數，對於 
适類級數的和的連續性來說，一致收斂是一個必要條件^這類級數就 
是正項級數（更一般地說，就是间號辍數)。事實上，假定极数 C 1) 在 
K 間(《， ㈠ 上有迚續的和;又假定所有的 《,,(>) 都在 O , &〕上連續 
波旦 



假定 e 是任: g : —個正數;對於區間的忏意一點《，我捫可以找出 
這樣一個號碼《使得因爲函數％(幻顯然是連鎞 
的，所以极據§ 23的引理，道個在點 a ： 成:立的不等式還應該在一個包 
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含點 C 在其内部（如果«或=5 = 6,那就足用 Y 作端點 ） 的區間保持 
其正確性。對於區間(《， A ) 所有的點所作的所有迢稀區間的全體，顯然 
蓋住了區間 （ CEJ 〕。 根據有限褪蓋定理 （§ is 引现 2 )，在這些區間中， 
可以找出一個有限組 n 來，它們已蚝®住了區間 (士 i>)o m 
據道些禊蓋區間的作法，對於每一個區間化 ( i </<0, 必定有 道裰一 
愐號碼叫存在，使得 

對於區間&的一切點疋都成立。 

這件事實可以知道，'广办 入只 徒隨 价 j ; 們用 

r™(a;)<s 

就應該對任意一個區間仏的所 智的點 都成立，也就是說，對區間 (A M 
的一切點都成立。由於：的任意性，這就蹬明了級數 (1) 在區間(>， 
上的-^致收斂性： 

定理 2 . ( a , b ~) 

(a, b) * 

§ 75. 級數的逐項積分法與逮項徬分法 

在積分學的初步理論中，我們已經着到，有限個在區間 o , 幻上可 
精的函数之和在這個原間上仍然是可積的，並且和的穑分等於 谷項精 
分之和。是不是道個法則可以搬到無窮的函數鈒敷上來呢？如果紙數 

%(；!：)+1( 2 〔0；)~|- hM „(2*) + -" (1) 

的毎 一項都在區間 (A &) 上可積 ，.又如果級數〔1 )在道個屙問的毎一點 
都收斂，那來是否就可以斷言，逛個級数的和心+)也在區問(《， 6) 上吋 
嵇，並 . B , 

b b b h 

v,^) d 。 十 (*w^fa;)da- t — + ^u^Cx) d^-\ (2 、 











呢？ 

如果等式 (2) 是貨的 ，我侗就說趿数在區間 ㈠ 上學學學 
^&o si 然在短秫情艰下，如杲用〜 w ) 與〜 ㈡ ） 來表# 級敷 （1) 

心與餘項，我們就有 

b h u 

]iui ^ ― \ s(x')rlXj ]im \ r P ； (a;) — 0 * 

並丑 K 邁咪說，從迢雨 個蹣係 中的任何一涸也都可以導出 （2) 式這個 
關係。 

不難證明’函數級數的逐項積分並不是永温可能的。我們今後爲 
簡軍起見，永遠假定級数 (1) 的各項在區問 ( W &) 上連續 ; 闶爲卽使就在 
道错一個限制之 T ， 所宿可能®疰的&稀:各樣不同的現象榦已經完全 
鉍寓出來了先級數 ( 1 ) 的和《(幻葙時候在區間 K W 上是不可稷的。 
我們來看下面的例子(在 适個 例子屮我們一下子就把函敦〜(幻寫了出 
來，道是因爲級數 (1) 的項,如我們所知，是可以直接用〜來唯一確 
定的），我們令 

| 心(0«去)， 

阐數 f = 〜 O ) 的圖形如圖49所示。樹於任意 一個 2>0,只要^<0： 
我們魏有因此加如0) = 士-對任意的2：>0郤成立 0 但 

^ n->c^ 山 

是如架3 = 0則®任意的 ■» 都有 s „(0) = 0, 因而 我們有 Iim S „( K ) = 0 o 
因距，函數办 ( a ;) 對於任意的:<0<3<1)以 
{- (0<^<1) 


0 


fpj ^0) 



mm sv i-.av ： :涵敬 


爲搔限;換句話說:級敷 (1) 在跖間 （ 0:1 的每一點都收斂，而 A 它的和 
是函敦 s(^) a 部分和《是迚緩的，所以級數的各項如 o ) 也 是連箝 
的，從而它們都在區間 C 0,1) 上可敢。 q I 
W 是函數在這個區間上却不可 J 

m , 事寶上，如果可積的話，由於 ® f/A 

數非負的 ，對 於仟意的 «( o <« I [{ 

<1)我們就會有： /; \ 


^ s ( a ;) dx ^^ s ( x ) dx ^ 


但當《充分小時， In ^可以任意大，而這是一個方盾。 

另一方面，也有对能函歡<^)是可糙的，但是等式 (2) 沿端的铍數 

y i »«>2 

/ A 函數 s„o): 當$>|■時我剌分〜㈤別， 

], r \ 而在 k 間 ( o ,|) 〜 a ) 的變化則如圖 so 

I / I \ 所週於任意的 u 我們挪有〜 (0)=0; 

\ \ \ 又如果：0<=3<1則當 |<S 我們有…(X) 

0 jj § t ^ = 因此 ] ' lm fil i (^) = K ( k ) = 0 在 PS 問 

18 so C 0 ， 1 ) 的毎 Hi Hi 成立；捭句話說，級數 

CD 在區間(: o , i ) 的毎一點收斂，而 ii 它的和恆等於猱。饵是另一方商 ； 
檳分 

J 

C «) 如 
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等於第50 M 中等腰 Hfr 形的而賴:所以它的値等於”；因此我們穷(轉 
了 一致起見，我們規定當 oo<i m -o)： 



v (x) d 心 




dx = nt 


結果，當 n->oc 畤，這個和無限增大；因此（2〕式右端的級數是發散的。 

最後，還 W 能有慰 S 情形發往，就垃函数《_»是可積的，⑵式右 
端的級敷也是收斂的，佴是等式 (2) 仍然不成立。要想得到這糂例子， 
只要在前一個例子翦面（在 Mr>o 屮〕選定三角形的高爲《以代替《 2 , 
其他關於函數如⑷的規定父全不鏟。於是跟前面一欉，我們還是有 


S (.^J — )j 因而 

1 

^ s ⑷ dx = 0 } 

fK 是現在， 

0 

1 

^ o) da 士 

0 

n 1 

k = l f) 

因此，等式 (2) 的右端等於 I ，而左端却等於 0 。 


現茌我們要®明，對於一&收敛的級敫來説,以上所考慮的這些可 
徙情形就都不曾再發生了，一致收歛級數永遨可以逐項積分。 

定理 1. 如果毅數 （1) 所有的項都在區間 （ A &) 上迚績， 並觅這 

* 4 • • *» 4 ***»« *** * * • 

個級敦在（《沙）上一致收数，則等式 C 2) 成立。 

« # * ■ « • • 4 • •_# » • 

由級數⑴的一致收欽性首先可以推出它的和在 (A &) 
上連從而在 6) 上 可積。 其次，不管 *>0 多麽小，對於充分大的 
w, 我們郡有： 


|r n 〔 Sf;|< e («&). 


间此/封於充分 大的％ 




煸 w i ./ l 章 p.m 的^:觖級败 


I-i5l 


I ^ d ! x: I ..j'(oO : dx<e(b - a、-， 

a a 

由此可見， 

b 

^ r }i {cc') dx^O (n->co) 3 

a 

我俩以前說過 t 這就等價於關係式 (2) 。 因此，定理 I 就證明了。 

連镄函數級數的一致收斂性，是這個級數能够逐項積分的一悃充 
分條件而不是必要條件 ,. 要說明迢一點，我們回到 §74 中考慮過的那 
個不一致收斂的級數： 

s(^) = 0 (0<S<1). 

現在 

1 1 
J S„(a0 dx-= 5^ a：) dx = () > 

0 0 

闪而 

1 \ 

Jim \ \ s(x) dx) 

0 0 

适個關係式，如我們所知，是等惯於關係式 （ 2) 的；因此，卽使核數的收 
斂不是一致的 , 它也還是有可能可以逐项稷分。 

最後，我們還要指出下面的事實，如果級數 (] ) 的毎一項都連續，又 
級數在跖間 （ a, A ) 上一致 收敵 , 則顯然在任意踽間 ( ％ 20, 其 I 七 (5<z< /，， 
也一致收敛。因此，我們得到 

j Hy) IS ^iy) Ay. (3) 

a fj. 

适個等式右端的級數的項都是區間 0.0 上的《；的連續函數。假加把 
道個极數的餘項記作我們骐然就有： 
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凡 ( s )= j \ Xy ')- s u ( yJ } dy = S '：'„( y ) dy - 7 

a a 

假定 n 是适欉大，使得 I ^( y )\<, ( a < v < b ')； 於是對於 a<^Cb 

X 

, |-R»i(a ；)|<； ^ :r,;(y) ! 办 «a: —(t)<sO-a). 

€C 

s 朝:說明.級數 ( 3 ) 在區間 (《■， 6)上=：^收斂。 r 此，我 m 得到了下■面的 
定理，可以看作是定理 i 的推廣。^ I 

定理 2. 如果級歡 U ) 所有的項都在區間 （A W 上連續，.又級數 

_»•■ *»■ »_♦ 

⑴: ! f . ( a , b ) 丰：轉 _，啓科 （3) — StSl ® 

* mk , 我們來談函數皴數逐項微分的問題。問題的提法現在對於 
我們已麒很淸楚了 。 ： w 限個在某一點=可微的 w 數之和仍然在該 點是 
_ hj •微的，並丑和的導數等於谷項導數之和。我們想知迸,在什麼樣的條 
件下，這 個法則 町以移用到無寤的函數龊數上來 

假定较數 CO 在區間（《乃）的每一點都收敵,又假定它的备項在這 
個區問上都有連續的戰數。再假定級數 

w;(；aO + u ^ a :) 十… + « iC a OH -... (4) 

在 M 間 O 〖0上一致收斂。我們把級數 U ) 的 和記作 <»), 級數⑷的 
和記作 印) 。 於是根據定理2,對於我 們有： 

X aCi £ 

j Ky ') dy --^ 2♦ = w „ ⑷] = 

a 9t=z 1 a 71 = 1 

□0 oo 

— — — s ⑷- 

n= i « = 1 , 

根據我們熟知的 w 分性質遍倘等式的左端，對 a 是可微的，並 a 
它的導数就等於; w 此我們就可以斷 n ,函數 是可微的，戕耳 
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s’(c) =f(s) = >■«;(» (a^oiiCb'), 

„=i 

這就是 說， 級數 u ) 在點 *可 以遂項微分。因此，我們已餒瞪明了下河 
命題： 

定理 3 . CD&srfl ($&) 巧亨了學呼辱学，苹早宇巧 

愚哼苹 («<3<6), mRif f f ^ b ' } -b 

mkmmm , sta 級數 (S ^ U ' b ) M — mc.kldm <*») 就在原矗 

» » * « * »«•« « **«»•*• * • _ 

(以） 

v ㈤ = 2 «' («&)， 

n=l 

m^muM a ) 存學間 (a bWi 4 r ^ mm ^ jBmmmf 0 

* * ' wmm ^ mm > ikmm , •不 ¥“ k ⑴本身的 

一致收斂性而 是俞它 的各項的導數所耝成的級數 （4) 的一•致收斂牲。 

定理3所建立的條件，照例是很便於應用到具體的級數問 ® 上面 
去的;實際上在大多數情形下，級數的逐項可微性都是根據這個條件來 
建立的。値得注意的是，在定理3中並沒有假定級數的和 < a ) 的可馓 
性，它的可微性，是根據定理的前提銳明讲來的。 

關於§ 75的習題，讀者可以參茬 b . n . 捷米多維奇的習題集，第 
芄章，習題 2 M , 295,287。 






第二十萆冪級數與多項式級數 

I 76. 冪級數 的收斂画域 

在較學分析裏所硏究的多稿多樣的函敦鈒數中，理論上最簡單，應 
用上也最重要的一類級數是所謂也就是具有下列形式 

Cti) -4* . ’ ■ + f ' (1) 

(其中、 R ，〜，…，‘…都是實的常數 ) 的這種极數。更一般地，我們 
常常把 

®0 + <^l 〔 3I—O) + (5^( 2 ： — o) 2 + - 1 ■ + djj.(a ； — (f)" + • •' 

(其中 a 是一俏實常欺)這禪形式的級数也稱爲冪級數。這類級數之所 
以簡軍以及它之所以重要，首先是在於它所有的部分和 s„ ⑻都是普通 
的多項式;因而只.要級数 (1) 是收触的，則它的和 sp), 儘管一般說來 
是很萑雜的函數，佴是總可以用多項式來近似地表達，而且這種近似表 
達可以逼近到任何精確的程虔，只要把《取得充分大，換句話說，只要 
多項式的次數取得足够高就行。 

跟硏究函數級數一轘，對冪級數⑴進行硏究時，甘先提出的問題 
也是它的的問題，也就是當 * 取那些値時級數收斂，取那些値 
時級數發在前一章中我捫已經看到’對於某些函數級數來 
說，收斂區域可以是構造很複雜的象-合;現在我們就要來證明，^敍數 
的收敫區域却永遠都具有很簡單的形狀，正是這一點使得我們 A 究道 
一類級數時進行起來大爲方便。 

冪級歎收斂區域的一蛟形狀是下述的重要性質的簡單推論 3 
定理 1. a ：=«| Ki <| a [ K ) ft ' 

W « J&ko . 

* 争士. •由•定理4，_4燊 


(304) 
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355 


+a ⑽ 2 + H 

的收斂的假定知道，当时,0;由此可見，一定符这样一个 
正数 c 存在，使得 


j (ttia n \ <^c (n . 二 1 ， 2, ■ ■，） 
現在假定 kl <! a | ? 于是当^>1 fM 


[ a u x fl \ a ^ x 11 j 




因为几何級数 


收歛，則根据 § M 中之定理1，級数 

5 卜 '，1 


也收殽，而这正表示級数 Ci ) 絕对收&。定理于是証完。 

定埋1的內容的几何説明就是：如果級数 (1) 在数軸上的某一点《 
收敎，則在任何一个比《更接近0的点上級数 （1) 都絕对收敛。現花 
我們在定理1的指导之 T 来考虑冪級数的收敛 E 域应該是付么样的形 
狀。 

1. 任何冪級数 (1) 部在 t = o 处收斂，因为在迖一点任何冪級数除 
首頃外其他备項罚 i 笠于零。因此，点， 于任何一个冪級数的收斂 
区越。佴是是否可能發生达种精呪: 在任 何一点尤乒 t > 級数⑴都螢敷， 
或者說它的收斂区域是由唯一的一个点^==0構成的呢?扱数 

l + z + 2% s 十- MtM N + .” 

吿訴我們，这神情形是可能發生的；事实上釦果 ^ 0 , 則畀 A 时， 

| k ’ ! ： c ” =丨似卜 



_ _ _ 數 m 分析一簡 _«i vl s 

讶以趿数的第 》 项 1 时不趋向于0, S 而級数發散。闽此， 
冪級數的收傲区故可以只由《= = 0 —点構成。 

踉.第一神情形搔端相反的情形是，級數⑴在任意一点 I 都收 
斂，換句話說，极数的收斂区城是整个的数軸;迖种情形也是祈的，例如 
趿& 


1 辦 _+_ +…+5 哇 . 


就是这样；因为当 n >2>| 时我們杏 


M ， 今 字 


所以对于 ff : 何6这个級数具有充分大的号碼《的一切項，就絕对値来 
說，都小于一个收斂的几 W 級数的对应项，因此，报据級数的比較原則， 
这就証明了給定的級數的收歛性。 

3. 除齒兩种情形外，.刺下的第三种情形是:旣有那种使得級&⑴ 
收斂的点 CT 孕0存在，同时也有使級数 （1) 發散的不为蓉的点存在 。我 
們 ff 先証明，在这种情形，赧数（1〕的收敛区域—个有界集合。因 
为，假定《 :^数 （1) 的任意一个發散点；于是根据忠理1知道級数⑴ 
iBm —个滿足 ；*!>!«! 的点 * 郡發■散，这就說明級数 (1) 的任何一 
个收敛点都应該滿足不等式这就証明了收敵点集合的有 
界性。 

我們把辍数〔1)的收歆点集合的上确界(我們剛才証明了这个集合 
苻界 ，所以它一定有上确界)記作 q 我捫# 定說:轂数 CO 当 !*!<*• M 
絕对收斂，当 | 叫时發散。相据》•的定夂第二个論断是显然的。要 
想証明第一个論断，我們任意収一今滿足的 a 然后令 r—i*| 
= a > o c 闲为 r 是铍数 (1) 的收斂点集合•的上确界，所以一定可以找到 
一个收斂点使得 y> r — a =卜!。于是根据定理1,就知道点 ® 是級 
放 （1) 的一今絕对牧敛点。这就是我們想要証明的。 



nm 结 _ :： .;i 二 i_- 岸二 mB'M'i _ _ 挪 

因此，当较敬 （ 1 ) 的收斂区域不止一个戊^=0,佴能包灸整 
个数軸上的点財，就永远都 f /迖 样一个正数存在，使掙3 M<r 
时（卽当 r 在 e 間 （— v ) 的内部时）， MC 1 ) 牧做，当> | 时（卽 m 
^在上述区間的外部时）资散。 

为排除前面考虑的雨 神愤形 ，最方便的是我們約定:在第一种 
牯形，点*=0货怍是当时的区間 C—' 十0 ; 而在第 二 种情形，章 
軸鈴作足相当于的区間， 在我們 采用了这今规定之后，以上 
得到的結果就可以無例外地总結如下： 

存往，使得当> I <»■ 时級数絕对收斂，当 M >»• 时級數發散。 

♦ « « * * »»*»«*« « «•» 丨 《 

迖个数 r 称油給定級数的收链:半徑，又区間（一 I 0称为它的收钣 
区間，而問題是在于我們应該算作这个区間是开的还是閉的，这我們在 
m 后一些来考虚。 

因此，我們巳經着到，雜鉍数的收斂区域永远是一个以点0为屮点 
之区間，在特別情形，这个区間可以縮成一点* = 0,也可以扩張成整 
个数軸。由此 —| Sc 现論殷 个基 本間題就是 

近代科学 已辄一 般地解决了达个問題，不迂这见我們不可能来考 
虑这个一般的解决 。 我們 M 限于考息一个特別情)孩，在实际上碰到的 
大多数間題，这个特別的解决已經够用了。 

定理3 ‘ 轉轉⑴@轉释 
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m 

fyj 却平 0<^< + co ， 

r = 如果 ^0, 

\ 0 , 却竽 boo . 

假定 0« 十⑺；于是当於 4oo 时 

LI b|<+ 时， M 叫 <1, 根椐 §6S 中的判別法 2( 推論），級数 (1) 在点 
* 絕对收斂。反迓来，当、 1>+ 时，；卜 1>1, 根据同一个判別法，在点 


I 級数2 叫發散；由此可見，^=+。 

n = l 

在 J = 0的情形，关系〔5)指出，当时，对于任意的 z 都有： 

\ a n x n \ 

因此，3是根据上述的那个判別法，对任 意的％ 級数都收斂，所 B 


最后，在£ = + a 的错形，对于任意的^^0我們都有： 




( n — > oo )， 


丙此，对于任意的与=0級数 ( 1 ) 郤狻散，从而 r = 0。 

$)1. 考虑轶数$ nu ", 淇中 S 是任意一个实常数。 
闲为当 n->co 

iy - 


(n + l) j 


1 十丨- > I » 
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所以根据定理 3, 我們的极数的收斂半徑对于任意的 s 都等于1。 

m 2. 考虑級数尚《>1时 

n = 0 

裤 1 击 - 0 (― ). 

»! 

因此极数2 g 的收斂半徑 r = + 00,換旬話說，迖个紱数对于任 
n =0 

窓的 z 都收斂。 

我們应該算作收歛区間是开的还是閉的呢?換句話說，給定級数在 
点与■究竟是收效还是發散呢？ 

考虑一些簡單的例子就可以看出，关于这今問題我們不能作出适 
用于任何情形的—般回答。布些級数在收斂区間的二个端点都收歛， 
于是收效区域就是-区間（一％ T) ;另外有些极数当 
都發散,面此迖种級數的收斂区域就是甲区間（一 h 。；最后，还有迖神 
級数存在，它們往二个端点之一收斂，‘在另一个端点上則發散，在达 
种俯形，收斂区域就是一个区間 3 
对上面所說的三种情形举阏如下： 

例3.钹数 

_ 怎 S 

1 + p + 2 s + …+巧+… 

由例1知收敵半徑为1，而显然在收敵区間的二个«点上皆絕对收數。 
例 4. 极数 

12 « 

由例1知收斂半徑也为1。当 * = ~ 我們得到萊布足茲极数 
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这我侧已經知道是条件收软的。当 z = 我們得到(發散的)調和級数。 
因陡,給定級数的收歛区域是宇开区間 C 
m 5 . 儿何級数 

1 + 疋 + 怎 2 + • ■ »+ a; u + » • • 

具有收斂平徑1,而在收斂区間的二个端点上發散。 

进一步的練習可以叁看 a H . 捷米多維奇的習題集，第五章習題 
125, 12G, 132。 


§ 77. 一致收斂性及其推論 

在前一■章中，我 們已鹈 5到，对于建立函数极数的各种性質来說， 
收斂性具有多么大的价値。現在在我們弄淸楚了霖級数的收敖区 
域的一般形式之后，很自然地我們轉来討論关于一致收斂性的間題 = 

我們能否断定任何一个幕級数 

+ -… （1) 

在开区間 （一 上是一致收斂的呢(其中^是級数的收斂半徑)？几何 
級数的网子已綷指出这个論断一般說来是不正确的。事实上，对級数 

l +a! +# + ... +# + ..， (2) 

來說，它的收斂区間是开区間 （一1, +1)纟級数的余項 

<so 

2 亇， t +1 

ifc=n+l 

当 CO 7 趋向于零，迖嬉于滿足 一1 C *< + 1 的任何 Z 都对；佴是 
不管界多大，当 ^->1 时都冇 r lt (^^ co } 所以如果; E 被取得充分接近 I 
肘，不營^等于多少，〜00都可以任意地大；因此，在开区間 〔一 1, 1) 
上视数 (2) 的收斂性不是一致的 a 
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佴是，在任何一个其端点在收斂区間肉部的区間上，冪級数公-*致 
收斂的，迖就是下述的 

定理 1. 如 ® 极数 (1) 的收斂半徑憊于>_，又右 v 滿足 o < y <[ 則 

_•»_ **•«*»* __ * * 4 

級数⑴在区間 （一匕 O 上一致收歛。 

暑 》 *44 «»■«♦ 

辱，因为，<匕所似趿数 （1) 在点絕对收斂，卽級数 

n =2 

收斂。但是当•，我們有： 

| wi <卜 j ^•’ ,1 (>=1,2, …）， 

因此根据§73的定理3,級数⑴在区間上一致收斂，达就証 
明了定理1。 

S 个定理在幕級数的理論与应用上苻 很多® 要的椎論。酋先，从 
它可©推出 

定理 2 .亭聲亭巧爷]夺吃考亨了^亨乎乎寧寧。 

事实上，收敛区間的每一个內点都可以用一-个連端点都 ft 收斂区 
間內部的区間把它盖起来，根擗定理1,級数在这个区間上是一致收 
斂的，再根据§ T 4 的定理1，級数的和在迖个区問上連锫，当然&我們 
所考虑的那个点处也連續， 

其次， 因为一致收斂的連績函鞔級数永远可以氹項积分 （§ 75的定 
理1)，所以从定理1可以推出 

定理 3. 对于級數 (1) 的收斂区間的任何一个内点：>:，我們邡有： 

» •♦畴 * 

X ^ Sf 30 

0 n = [> 0 rt 二 G 

苓宁 S (^； 
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在这里，后面这个級数(极据§ 75的定理 2) 在任何一个使級数 (1) 
一致收斂的区問上郤一致收斂，闶此，这个級数在任何一个全部 S 含在 
級数⑴的收斂区間內部的区間上，都一致收斂 3 

最后， T 面我們要証明的这个关于 ® 級数可以逐項微分的定理，对 
于霖級数的理論及其全部应用，具存报本的意义。 

定理 L 亭学聲： (1) 申气 U s ( x ) 夸宇 t 学譽哼咚考: E 呼 (-f, +0 

的托 W —个內点上都可微 c 遂項微分級数 (1 〕得到的級数 

2 ⑽ W 1 ， (3) 

n=l 

疗导 f jf s ’ ( 4( M <0。 

假定户与 〆 滿足不等式 0< p <^<^ 由于 S 的例1 

0=. i 〕 級数 


2 … 

n=l 

当0<,\<1是收斂的,則若設 



我們冇 

51 ⑸、 

闲而，一定可以找到这样一个与 《• 無关的正数«>0,使得 
O < c C n == l ； 2, ■•■)■ 
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知道这一点以后，我們媚 

= j 71 (f) ] a '- \ P''' f >， ''' , 

因沟 P '< r , 所以級数 

^ l a «\ P ，f， 

n = l 

收斂，佴是这样一来，上面那个不等式就吿訴我們級数 （3) 当 * = p P - i •絕 
对收斂 n 但因为 P 可以取得来任意接近于*%所以級数 （3) 的收歛半徑 
if 不小于 r 。 因此根据定 M 1知道，級数 (3) 在任何一个区間 — 

上一致收斂， M 要 0< p < r o 佴是在这神情形下，§ 75的一 般定理 3便 
我們能够断言，当- rOO 时函数 ■*(>) 具 有导数, 幷且这个导数就等 
于級数( 3 ) 的和。 要完成定理4=的証明，只刺下要証明五 =r 了。因沿 
級数 （1) 是級数 （3) 由0到 z 逐項积分的結粜，所以根据定理3,級数 
(1) 应 該在— R < x<R 上收歛；由此可見 r ^ R , 但前面我們已綷証明 
了 ^> r , 所以丑=»"，迖就証完了定理4。 

这个定理拥苻一呰重要而深創的推論。 首先， 它揭露出一个具祚 
重大意义的事卖，那鱿是：冪級数 的和办 ） 在收斂区間的内苗沭仅永 
远是連繪的而且永远是可微的。因为函数 VO ) 是一个具有同样收斂 
区間 （_ r ，+ r ) 的辍数的泡 I ，所以对 于&个 函数我 ffl 又可以应用定理 
4=于是我們知道，函数 <*) 的二級导数/>)在 (~ r , + r ) 的每一个 
內点也都存在，幷且就等于逐項微分級数 (0 南次所得到的极数的和。 
显然，这个推理可以無限制地氆續下去，从而我們得到下述的一般結 
論： 



3 U 4 数 爷 3-妒簡 明 敎 ® 

_ _ _ ' _,-- ― 

定理 3 . 如果铖數 m : ff 收学^ 學 ■；■, flij-ti ^^i8(s) (- r , 

+ O 的 ffp 亨參 s(K)O = i ， 2, … i 

^ - r ) 的和： 

s ( ii >( a ；) = 2 A(k — l) … (l-_n + i)a^- r ( — i -< 2 ；-< + r ) (4) 

h—n 

§77 的練習可以藝羽 b . n. 捷米多維奇的朁題集，第五章，齊題 
191,192,196,200. 


§ 78. 函數的蓽級數展開式 

到現在爲 .11:, 我們所硏究的斟象是一個給出來的冪級數;我們確定 
了它的收敛區域,並且硏究了它的和的性質。但袅，在大多數的實際應 
用中， 我們所 碰到的正好是相反的問题，換句 mm , 給定的是某一脶函- 
数 s ( a ) ’我們首先要想知道的，就是這個函數是杏在一個給定的區間 
上可以“展開成葸級數' 如果可以這樣展開的話，我們又應該怎麽樣 
更進一步來求出适個級數的係數，從而確定它的收敏半徑。我們在本 
節中要講的就是這些問題。 

酋先，§ 77的定理5指出，只有當函數 s (幻在給定的區間的每一 
點上都有一初級的磚數存在時，才能談到把 S 個函默姐開成嵇級數的 
問題（运.奥給定的區間可以事先假定它是（-心 w ) ->->0 的形式 ) c 
當然，這就使得可以表成冪輟數的运一類函數是比較狹窄的。不過無 
論如何，我們應該注意，全部初等函数都 ■基本 上能够滿足這個要求，從 
而在實際上這些函數並不是非常 特殊。 現在我們假定函数 s ( 句滿足道 
個要求，對於任何«>0以及任何 + •)-), 屮如）都存在 
( B W ( a ) =<£)), 如 ifcs (3) '(•! 以族開成慕級數 


⑴ 
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則我們已緙知 道， 對於函數« (,,> («) ( «二0, 1 > 2,… 巧 7 7中的躏係式 ( 4 ) 
成立 c 特別說來，常=：= 0時,這倘關係式就給出： 

s <,1> (0) = 5i!«, ! (» = 0, ] ， 2, . …）. 


因跆， KU (幻作爲它的和的蓓級数的係數〜，可以通過适個函数 
本身用 (2 )雎一地確定出來。 

适個結果具有踅:®的原理.上與實踐上的意籤。從理論上來看，璲 
個結果指出 f , 對於每一個函數<4來説，只可能存在不多於一個的 
冪級數，使它的和在某一個原間上就等於 <<)，換句話說，莅某一個 M 
間上 收斂的 兩個不 M 的冪級数永逆在适 涸區 間上有不同的和。從實踐 
方面來項,运個結果使褐我們計算表達函數 的冪級數的係数時，旣 
容易而且又蓝接，事實上除了要求出這個函數在點^=0的一切可能 
的遵數之外，就不再要求任何別的東两了。 

丙此，只要阁數 .<4 可以 M 開成級數 U ) ，迢個級数就一定具有 T 
列形式 

i 二 0 

對於一個給定的囷欺 _) 所-寫出的級數 （3) (稱爲這個函鈹的馬 
克洛林級数 ) 與它的收斂區域無關，也跟它的和是否就等於矸幻沒有蹦 
係。因此，任何一個在3=0具有一切級的項激的函默，都有埸克洛林 
級數；當然，這還並沒有能解决棹關於把函數3<>)逋開成幕級敷的問 
題，因爲 1) 級數 （3) 在任何一點郡可能是發戠的， 2 ) 卽使級數 
〔3)在點 s 手 0收斂，它的和也還有可能不等於《0)。事 fj 上到現在爲 

我們所已經知遒的全部東西只是：如果函敦.?0)可以展開成冪较 
數，則逛個冪皲敦就是它的馬克洛林級数。 

磁管如此, rniE 個結果却是很重要的。商到得出這個結論之前，我 
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們可以說，祓本汶有接觸到把函數 開成谣鉍數的問題 ， mnm 

於這蓰 可能展成的級數的係数,我們什麼都不知道。而現在，我們的間 
題就變成了要 we 硏究一燜確定的具體給定的鈒数 (3), 究竞它的收斂區 
域; S： 仆麼，以及相 E 個區域上它的和是否就等於函數 

馬克洛林极數的部分和«>，在第九章中，我們就已經碰到過了， 
跟那裏一欉，我們_心的是要怙計盖敷的値。不過，我們 
现扣拴出的問題跟從前的問題不同。 在第九 章中，我們還沒有無窮錶 
數的槪念;我們有興趣的竹先是對於茏一個常數 n 以及充分小的％差 
数畎幻 o ) 的値究竟有多大，爲此，我們曾經找出了我們稱作坶克 
洛林公式的“ 餘項” SO )-(4= ^(20 的各 ㈣ 特殊形式。現在對我們 
來說，苗要的問題是級數⑻的收敛於函敷的問題，換句話說，要 
來估計這同一個餘項 no ) 對於給定的乓當^^如時的値。很明顯， 
在第九章中建立起來的餘項的那些特殊形式，無疑地可以應用來解決 
現在的新間題。我們在下面就會看到很多這榑例子。現在我們再一次 
强調，要解决雨數 SO ) 能否展開成眾級數的問題，不僅僅我們不能够 
滿足於函數具有任何級的導數，甚至於就是知道了馬克洛林級數收斂 
(有時候它可能非常簡單)也還是不够的，這就迫使我們不得不硏究差 
數 

D'b ⑷ —S(iK) 一 ⑻ S! 

當 WOO 時的變化狀態。實際上，泯們可以證明，有這稀由函數 S (>) 
產生的馬克洛林級數，它雖然收斂浪它的和却不等於 <0；)。 要證實 适 
一點，我們回想一下§ 41 中考慮 過的阐數 

f (^0), 

q >{ d ) - ^ 

I o ， O=o )， 

适涸圇 欺葙 P w 〔(0=0 2. "Oo 如果函數 sO) 可以展開成 K 

鉍敦 Cl) (我們知道，链時.級数 ti) 必然就是它自己的馬克洛抹級數）， 





刖阁數 

#(»3(切）+ 砂0)， 

其中 u 足任湓 一髄實常數，顯然 K 有跟阄敬<幻完全相同的馬克洛林 
mm 但是根據假設，逍個級數的和等於_)，也就是說不同於 wo ) 
I 只要 «¥= o ) c 前面我們已經知道，一個給定的雨數掉開成的蓓級數是 
唯一的（就是它的馬克洛林鈒敦）；祝在我 if ] 又看到了，反過來，同一惝 
慕級數却町以是無窮多個彼处不同的函數的馬克洛林龈數。如粜級數 
的和等於這些函數之一，則對這®函數中的任何其他一® 豳數 /⑷來 
說，它的馬克洛林級敦郡是收敛的, m 鬯的和却不等於 f(^') a 

烺後，我們囬想一下在木章一開舶就談到的其有下列形式的級数 

從0 + ® i(a — a ) 4~ 一… H ~ ^) ?1 + … （4) 

m > «是一個實常數;變量替換 a = o+2T 把這個級数:變成最簡單形式 
的幕辍數 


c ， n y n '， 

n =0 

因此，我們以上所趙立的全部關於冪級擻的性質都可以稍加改變之後 
就搬到其有形式 0) 的這棰輾数上來^辍數 (4) 的收斂區域永逾是某一 
榈閉的，開的或半開的區間 («— r , a + r ) (0< r <+ TC ) a 如果 8( s ) 是 
級數 （4) 的和， 則對 於任意的«>0,以及滿足 «- r < s <«+ 4 - 的任何 
心 〔幻都存在，並且 

心’⑷ ， 、 

«.* = --^r - (jt=o, l, 2, ■■•), 

所以級數 （4) 是函數<；!0的戴勞級數： 

,、，、 s ' O '), 、 s "(» , 、。 s (， ,5 〔< t ) / , 

s(s) = 8^g) + —-y- (a —a) + .— ~ } -- (s —fl) 2 + … + —a)’ ! + … 

現在，我們轉到某些重要的初等函數眭成冪破數的問題上來。很 
多時陵，适個展開的可能性可以利用下述每個一®命題來趦明。 



aes 


馱學分析尚 问 & 稆 


定理 1. in ^^ ? 坪學 

： s U 5 (3) | < G , ( — «+ r , ti = 0. I , 2---). 

—>) 辨 @ -« + •]■ _巧轉―。 

* '•穿 .nmk % 39 中已經知 it : 餘項可以表成下 

列形 A : 

KVJJ 1+ 1 

- 

yf c " 十 10 〔㈣ t° <6，<1) 

於是，當時 

GV ,+1 

1 ^)K (it+1)! 

佴是對於任何 K > 0 我們都有 >0( n —> oo ) ;适一點可以立刻從級數 

S Z 1 

Ld nl 

n =0 

的收歛性推出(§ 7 fi 例 5 ) 。因此 ，當一 •時 
-)*„( a :)^0 ( n -> oo) f 

因而， 

s (>) = 2 ’?1(!心 （ -«+1")， 

«=!} 

這就證明了定理1。 

對於函數 s (» =sin $與 s ( s ) = eo 3 a : 我 M 街 〆 

| 8 [ " ? ( 0*)|<1 C —°°<^<+ o °, n = 0 , 1 , 2 , ••*) 5 
所以，适兩個函數都可以展開成在整個數軸上收斂的葸級数。 

對於函數在任意一個區問 r 我們都有 
[ s (, i ：, ( a :) ] = e >: ^ e ! ' (w = o , 1,2,…）， 

因此，函敷 P 當一 r <； r <+ r 時可以展開成冪級數，佴因爲數 r >0 是 
任竞的，所以在整 ffi 數軸上函歇#都可以展開成幕級敷 9 
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在§ 39中我們已經知逍函數 sin \ q V 的馬克洛林級數的係 

數了，西此現在我 ffl 可以窗接寫出： 

, cc ' ¥ 』【十 1 

sm k 1厂 3 T + 豇_ .t . + 卜 +…， 

^ Q ； 1 x ' 2 n 

eosa ： = l — e + r — …+ (- 1 )’<~^ 只 -+—， . 

cc x !i 

1 十 ^~y 十 - h ~~^1 ■ 


( — oo <^<；+ co ) 

凿於函數 s(a0 = 當 a;> — 1 時我 們有： 

st ,,> C 2： )= . 〔 1+ : ! )叶1 

所以這裏不能應用定理 U 但是，我們知道， si>) 的馬克洛抹級數 
1 — 3 + ^ — *■ ■ 

的收歛宇徑等於I，並且當！ N < 1時它的和等於 sO) 。因爲，當 - 1 

n 

X 

J i^J = ]n (1+$)， 

o 

所麗據 §77 的定理 3, 當 -1< s <1 時，我 們有： 


ln(l + s )= j " 黑 = 乏 ( -1 )" J f “= 2 "" 


~ n ^ l ~~ 


x ^ x K 

丁 一 v + v -.‘. +(- i ) u - 1 


這悃敍數的收斂年徑還是等於 1 ( 參卷 § 76 的例 4 ); 因此，函數 
b (1 + 4 在區間 （— 1: + 1) 上可以展開成冪級數。完全一樣，逐項 m 
牙收斂報等於1的敍數 
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1 + # 


就可 诏遵 出下列 M 開式: 


y ( 二 ]:) w d 




2 斜: 


㈤ ^ 
-3 + o 




r = l\i hi 

+ C - J ) ,! + 


這個級敦也同欉只是在區間 （- 1，丁 1) 上收敛。 

我們得到函數 h (1 +幻與 aw tsa 的氍級数鲅開式的辦法是完全 
一樣的，並且這兩個級数都只是在區間 （- i ; +1 ) 上收歛。然而，在它 
們之間却有着一個很本質的不同。那就是®数 ln(l + s ) 的 M 開式不 
可能延鹿到區間（-1，十 1) 的限度之外去，這一點其實很自然，因爲當 
時，函數 ln ( l + a ;)->- oo , 而當 ; b<-i 時，一般說來 In (1 十 a ：) 
不再有意範。佴反 過來， 函数⑽ tgs ; 却確定在整悃數軸上，並且在整 
個數軸上都具有一切辍的導數^——但是雖然如此，對於函數 arc tg a 
來說，還是只有在區間(一 1，+ 1) 的限度肉才可以展開成馬克洛林級數。 

最後，我們來考盧函數办）= ( 1 +幻 " (其中《是任意一搁實常數） 
展開成幕級數的問題 P 我們有： 


8。。（0〕= «(« — 1) …1)， 
這就給出函數 MS ) 的馬克洛林級数的係数的表達式 


a(« — l)* 1 (rt — fi + 1) 

. 


(« = 0, 1,2，..，）， 


如果《等於蓉或者任何一涸自然數 ，則心 從某一個號碼起奋部等於 
容，從而我彳导到的馬克洛林級數就是牛顿的二項式公式 3 當《是任何 
一個其他的数値時， 係數％ 全都不等於零，從而我們得到的就是一個 
無窮級數。很明顯 I 面我捫不妨只考慮後面道極情形^ 


因爲 


| _ i 1 
飞： 丨 —I 斜 I I 


〔n — >oo ) 
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所以根據§ 定理3,函數 的馬克洛秣铍敷的收敫半徑等於1。 

因此在區間 （-1. + 1) 的外面，這個豳毁不能够嫉成葸紱數。現在我們 
來證明，在這個區間的內部，這欉展開的確是可以的，換句話説，要耑明 
當 | A <1 時 


1 十 


a(_c 


_ 1 ) * ’ _ (Of — ft 十 1 ) 、 a 

_ ————■一 —— 2 ( 1 + ilT) fl 


爲此，我們利用在§洲中求出的馬克洛林极数的下列形式的餘项： 


(1 — 没 ）㈣ [ 


^(^)=-； 




n \ 


十 1) 〔⑽） 


其中0<^<1,在我們現在的情形， 

s Cn 十 0(2) = u (a- 1 ) … （《-?i)(l+ 印 ―㈠ 

闲而， 

■ r ,, O ) = L 1 — a = 

因爲 2：>-i， 所以 o<i-e<i + 时，從而 
1 一 0 

0 < t ™< 1; 


其次在表達式1 +阳)°- 1 中只有 6* 與 _ ft 有關； { R 因爲永遠有 0 <& 
<1,所以 lasU +^ B )"- 1 ! 永逮包含在與 ■^無 M 的正數 
j « a :|( l + laJl )-- 1 與 lasj ( i - [ si )- 1 -! 

之間；因跑，如果把道兩個數中大的一個記作 A ， 則對於任何一掴《我 


們都有: 


沔此，我們得到了如下的怙計値 


卜'(>)[<^| 


(d — 1 ) ( «■ — 2)...〔 a —]—? i + 1"1 
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這個不等式的右踹就是函敕 U 的馬克洛林被數的第 n 項的絕 

對値杂上 t fil 是我們前而已 M 證明了這個級數（不管指.數《等於多 
少），當 Pl<l 時都是收斂的；因此，這個級歌的第™項當《->«=時應該 
趨向於灌肩此我們知泜 

' i -„( rj)— >0 ( m ^ oo ), 

而這就是我們所要證明的: .， 

在這一節的結 M， 我們苒對照一下某呰靈要的超越闽饭的馬克洛 
林 M 開式(縮爲的形式）： 

一 00<；3<；十 CO ) ‘ 


(一如 <^<! 十 OO). 


(— oo <^<；+ CO ), 


(― i « i )' 


(―1«1)”- 


卜 1<5<1)”- 

S 些 M 開式在 M 用時常常要碰到，因此我們必領像記住導數表或 


本适真用 足耽 操出的級數在牧戧奶冏的端點上的性货,可以牮過沍詳細的討扁來得到， 
我捫就不作這视討論 了。 


x ^_ 

^ n\ 


smx = / ( — l) M 


( ira+oT 


~(2nj\' 


COS 5；= 2( — : 
ti=Q 

2n*n + l 

〔 — G'U 

aretgw 2 ^~ J)，， "^+V 

n — 0 

Ct+^r = i + 
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莕簡眾函數的原 fe 敦表一欉地牢牢記住它們。 

§78的練翌可以迤裔 B . II .捷米多維奇的習題集，第五章，習題 
140—143,149 — 154，163，169，171，173，178，]； S 7，1 S 9. 

§ 79. 多項式級數 

我們已經說過，從實踐方面來說，把函数展開成冪級數的主要目的 
之一就是用多項式來遥近函數。事實上，如果某一個函數 /(®) 可以展 
開成一個在區間 (A W 上一致收斂於 / O ) 的冪級欺，則不管 O0 多麽 
小 ，只要 《充分大，我們都有 

I /(s)-.s„(s) !<£ («&), 

其中 s ,,( s ) 是幕級數的部分和，因而是一個多項式。在這裏，我們必需 
注意，冪級數的理論不僅使我們能够在原則上建立起用多項式來逼近 
那些可以用多项式來逼近的幽数的可能性，同時還使得我們可以在實 
際上用函數 /( 幻及其導敷在2=0的値來表達多項式的係數，從而把 
這個多項式求出來。 

因此，如果函數可以展開成恶級數的性格，能够保證可以用足够高 
次的多項式來逼近函數到任意精確的程度， 則鬯 的反命 題是® 也正確 
就是一涸値得了解的事情。我們應該知道，能够展開成冪級數的一類 
函數 K 是比較狹笮的一類函數;比方說，就要求這禅观數貝■有一切級的 
導数，而 K 甚至於這樣一個很受約束的條伴也還不是充分的。如果說 
U 帟可以展開成爲級數的那呰函敷才能够用多項式來一致逼近到任意 
精確程度的話，那麽這補逼近的对能性也就大大地受到限制 f 。 

我們间意道樣說 ， mm / o ) («,&) 

如果對於無論小的 e >0, •都可以—樣*一•個*多•遢去 
hb ', 使得 

我們已經知道，一涸可以 M 開成盗級數的函數，在彳 i 何一谰完圣句 
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含在這個級敦的收敛區間內部的區間上，都可以用多項式來一致地逼 
近。然而盗級數只是下柯箄橄更一般形式的，以任意多項式幻作 
爲項的級數 


$八⑻ ⑴ 

的一個特殊情形。假定极数 (1) 在區間 o , ” 上一致收歛，我們把它的 
和記作/(2)，部分和記作〜 o ) 3 稂據一致收敛性的定義 ， 對於任意的 
*>0 ; 我們都可以找到這樣一個《，使揭 
1/(3)-^( a ;) |<e 

闶爲 〜 (幻是有限個多項式之和，所以仍然是一個多項式，這就說明函 
数/ ㈤ 在區間 O , &) 上可以用多項式來一致逼近。因此，在一個區間 
上能解展開成一致收斂的多項式級數的函數，在這個區間上就可以用 
多項式东一致逼近。並且不難看出，道個論斷反過來還是正確的事 
實上，假定函數/|>)在區「总（0， 6 )上可以用多項式來一敍逼近 o 於是 
對於任意一個自然数〜都可以找到一阍多項式使得 

1<+ ( h < s :<6). (2) 

我們令 

Pi ( a ；)= Qi ( s ：), 0>1); 

於是极敷 


2，* ⑷ 

«=i 

的部分和就是多項式從而不等式指出，這個极數在區間 
(«, 6) 上一致收斂， 並且它 的别就是函数/(幻。 

«此，函 g / i >) 在區間 0, 6〕上可以用多項式 來一致逼近，完全等 
價於函數 /( 幻在這愐撷間上可以展開成 一： 通：致 ] ^敛的多項式級數。 
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我 ffl 今後的任務就在於要來找出什麼欉的函數才能這樣展開。 

首先，很明顯，這種函數應該在 K 間 ( a , 0上連續。事實上，因爲所 
有的多項式都連續，所以在區間 （ a , 0上一致收敛的多項式級數的和， 
根據§ 74的定理1，在這個區間上也應該連續。前一世紀的後半葉，德 
國数學家維爾斯脫拉斯發現了敷學分祈的一個最基本的事實，它證明 

了， K 過來，年，了 f 李— O , SO 丰年學$ ㊅ 譽， ® 

•參丰幸命參)'。•因 k •，從会燊數“轟全二4士多釦-，•-心- 

:開成道種較敷的函數類大大地放寬了；如果在以前我們 
曾經不得不要求函敦 it 有一切級的導數，那麼現在對我們來說，甚至於 
就是假定一瓣雛在都是不必要的了。 

維爾斯脫泣斯定理在理論上與實踐上的意蒺是這欉重大，以致隨 
着它的發現，陸續地 提出丫 許多不同的證明。還捏證明，可以分作兩 
類:一類要用到一些特殊的解析工乳的性質，另一類則僅僅基於一般特 
性的考盧。逼兩類 ® 明都非常値得重視，因爲它例所包含的槪念可以 
應用到很多其他的分析問題上去。下一節中，我們要講一個最簡單最 
優龔的第一類的證明(這個證明屬於 C . II . 別恩斯狃院士)。 

§ so . 維爾斯脫拉斯定理 

定理.在區間 （《 彳）上速續的函數 / o ) 可以在這個區間上用多 

. 

• • l .* 4個基本定理的證明，建立在某稱特別的解析工具的基 

礎上此要想完成這整個的證明,我們有必要先东建立起這個工具的 
某痤特性。所以，我們現在先從詨明一個輔助的具有初等代敎性質的 
不等式開始。 

© 裏以及下面，我捫部穿作 =0,6=0 E !^ e ^= i , MiB 间桟眭我 
捫令 （ l -*0"^= ic 數 c ?: 是逋常 紐合記法中的二項式保數。 
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2 O k n (k - ( 1 - a ;) < li . 

mm . 牛頓的二項式公式給出關於 s 的下列怪等式: 

n 

2辦=(1+0， 1 ; 

^=0 

對8進行微分再乘上一個 S ， 就得到 

n 

fc=a 

苒重覆一次同樣的蓮算，得出： 

n 

2 无 2 G^P==ns(l + s) ,, - i + H( J ^ — 1)P 〔1 十 0) rt_：3 

fc =0 

二 ？ ^(1 十 0)’ … 2 {l + iS+ (n—\)z ) = 

= 似 （]_ + n%') ( 1 + z〕w’ 

在閧係式 (1)，（2) 與 (3) 中，令 

% 

% =3 - 

1 — 0：’ 


然後乘上 （1 -岣”，當時，就得到 


為=0 
n 

2 -=n^ 

&=0 

2 hOK' — a ?) 卜々二卿 (1 — rj + n^ ). 


(l) 


( 2 ) 


⑻ 


⑷ 


㈤ 


(«) 
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另一方面蓝接驗證就知遨，當 c = l 時等式 W )/5)，（6) 也是正確的。 

現在我們把 （4) 式添上式乘上 —2 叫然後把它們與〔 6 ) 
式逐項…起相加,這就得到： 



(n^ s — 2nck+ /; 2 )6^a; J '(i — = 

^ 2^2 _ 2n^ 2 4- na)( 1 M), 


或卽 

n 

2 (i — ivsyG^x :< ( l — £；)'*- ,; = «s( 1 — s), 
ft=o 

佴因爲對於任何實數以 ii 有 



所以引理就報明了。 

1*. 現在我們來箝明定理本身，我們先假定給定的屁間 （ a ,&) 是區 
間(0 : 1 )。對於#一個自然數我們令 

tl . 

顯然，凡1»是一個次數不起過《的多項式現在我俩來證明當 
n — 的 時，，在區間(0，1)上， 艮 00—致地趨向於/(^::: 

我們把函數1 /(4 i 在區間（0，1)上的上碟界記作 J /。 假定 S 是 fT : 
意一個正數，因爲 / O ) 在區問（0, 1) 上連續（從而也就一致速績），所以 
一定有道樣一個正數&存在，使得常 

時，我們有 

t / Oi )— / ㈤ 1 . 


O 這些 “ 則恩斯坦多項式 ” 乃 〆 M 就是我 f 門在謊叨小耍利用它性質的 # 殊斛析丁具 ? : 
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以下的問題就在於要來怙計差 i 丨當 o<j<i 時的 
値。對於任何一個％根據公式 (4) 

n 

2 /( 。 : 0 < 1 一 2：)«-*=/0 乂 

fc=0 

這就使得我們徙够把差凡 (4 - / O ) 寫成便於估計的下列形式： 

n 

及 ㈣ -/<>)= 2 [/(. J )-/ o )] w ( i-w ， 
s 二 o 

從而，當 0<®<1 時 

n 

叫 0e)-/( a ’)(< 2 i/(- |)-/⑷ |c^Ct-aO”- fc . (7) 

fe = 0 

現在，我們把所有 的數力 分成 兩組： （ A) 組中 S 含着滿 
足不等式 

的那些 t ( B ) 杻中則包含蔺足.另一個不等式 


\ i-^>s ( B ) 

n 

的々，於是在不等式⑴中也可以對應地把和2分成兩 部分： 記作 

fe =0 

輿 2 bc 在 2 a 中根據 ( A ) 每一項都有 


卜⑼-办和， 

2<^2, 


但造在 2 b 的毎一項中，我們都有 




所以 


tmn 笕二十呛 把耕 數埏之 m 式 mm 

； /⑷-/㈤ I <2 M , 

2 b <-^ 2 a ( * w ( 1 - 扑 
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< n ? s -, 2 (& 

從而极據我們所證明的引理 

2 M … 

B <_」 ⑻ 

最後，從⑴， （s) 與〔9)，我們就 得到： 

如果^ 大到能使得就有 

|i^(>)-/( a )!<2f («飞）; 

因爲 S>0 可以任意小，所以在區間（0, 1) 上一致地 

M „( x )-^/( is ) ( m — >>03)， 

而這就是我們所要證明的^ 

a . 把對區間 (0,1) 設明的定理推廣到任意區間0, 6) (><6)，現 
在已經沒有付麽困難。假定函數 /<>) 在 K 間 (.《 j ) 上遇續。我們令 
(&-«)%於是友 = g ， 從而當 T 從《變到??時 ？ y 從0鹫到 

U 令 

/0)=/[>+(6 — «) 汉 ]= 史 ( 幻 (0<2/<1). 

很明顛，函數朽汉)在區間 (0 ，1 ) 上連鑰，因而,對於無論多麽小的 e>0, 
根據已經證明的定理，一定有這樣一個多項式 p(y) 存在，使得 
\ < P{y')~P{y') ：<^ (0<^<1) ? 

或者，另外一個寫法， 



批 0 


数學 分析简 叫 設 租 

饵是顯然是 a 的一惘多項式，我 ffi 把它簡單地記作趴幻，於 
1/0) —Q(a;)i<s (o<0!<ft )； 

因爲 * 可以任意小，道就說明函數 /( A : 在區間 (A 0 上可 以用多項式 
來一致逼近。基本定理於是就完全證明了。 

我們已經知道，上面證明的這倘定理跟下■述命題等價： 

毎一個在區間(《， 6 )上迆續的函數/(幻都可以在道個區間上 M 開 
成一個一致收敏的多項式級數。 





第二十一章三角級數 

S 81 * 福里哀係數 

在3—章裏我們要硏究所謂亨，的初步理論， ii 啤所謂的三 
角級數，繼菸級敷之後，形成了在及許多應用方面也都是極爲 
重要的又一類核敦。所謂是指下列形式的 級敦： 

-^+ ^ (o r> eos na+ b n sin ns), (]) 

其中 B。, 都是實的常數，稱爲級數⑴的呼零。我們 

在本拿中就要看到：就 3t 性質來說， 三负級 数與慕級数有著的區 
別，在某®方面,作爲硏究它所代表的函数的一個工其， H 角級饭顯得 
比較復雜而X累赘;佴是，在.另一些方面，跟慕級燉比較起來，它却又具 
有無可懷疑的優越之點。至於這兩個工具中到底那一脶特別値得偏重 
的問題是不能在一般的情形下來解答的。它的解答 fi •先依賴於我們所 
硏究的函數的形式，與次還依賴於我們衡這悃函:敦煶出的究竞适什麼 
樣的問題例如我們知遒，用幕級數來表達函敦時/霜要這個函數具有 
任何級的導數，而對於函數的三角級數展開式，則我們不久就_■知道， 
只蜜一級導数存在並且連績就够 r ❶。所以，對於三角級数來說，它所 
能包括的函數類型要比冪級數廣 e 得多，而远一點也就是三角級數的 
無可懷疑的優越性。但是在另一方面， ® 級數的收斂區域的形式非常 
簡單：它永遠是一惝以點 o 爲中心的區間，這是我們已 經知道 的 3 祁 
反地，三角級敦的收斂區域，一般說來，是一個構遒非常複雜的集仏因 
而對它的硏究就要求使用非常精‘密的方法 ( 本書屮就辦不到 S —點)。 

0 #至於 il 個條竹足必要的。 


(3^1) 
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所以，在問題的 M —方面，幕 M 比三角敉數又顯著地要優越得多。 

如果我 M 把變货《：加 J : 或減去 2 rf ， 顯然級數 （1) 的一切項都保 
持原來的値;因而，如果級數收斂的話,則它的和也不曾改因肫，級 
数⑴的和/卞遠是一惘 B 爲週期的週期函數 3 如锻面钹 / O ) 沒有 
道爾週期性，則它:就 M 能够在畏度小於 2 允的區間上用三角級数來表 
達。不過，逞個限制並不重要，而丑不難用非常簡單的方法來消除它， 
這在以後我捫會知道的。兄一方而，由於三角鈒数备項的週期性，我們 
顯然 R 需要在(任意的)一涸 K 度爲2#的區間上來硏究适種极数就够 
7，作爲适樣一涸韫間，我們常常選取區間-尤 

在从有形式 U ) 的任何一個辍擻中出現的函數系 

],cos X, siuiE, 003 3a:, sm2a：, ■•- (2) 

具有 一 ffi 非常重要的性質，這個性質是三角級數理論的某本中心並 K 
幾乎是這個工具的一切優越性的來源。這個性質是這樣的：系〔2)中 
的任何兩個函數都在任何一個長度爲的區間上， » jE ^ 0 所 

函数 AC # 與/ 2 (®)在亭 丰麥多 手麥,是說：_ * * * 

b 

a 

假如我們有一系(有限個或無限個）函數，其中任意兩個函數都在 
區問0,幻上彼此正交，這樣的阖敦系就稱爲該區間上的一個平字 f ,, 
要赴明 函數系 (2) 在任意一個敁度爲2#的區間上正交，顯然明 

v 

^ cosmx eosna: ckj = 0 (ja 丰 n* ， m, 況 = 0 ? 2, ”0 ， 

—V 

■ 7 T 

^ mi vi>^- sin ncc = 0 ( r t^^n !m, n = l, 2 y ， ■ 0 ， 

— IT 
TT 

\ eoa wiD ain n ^ cl^^O (^n ^ 0 y l , 2, -- ?'n = I , 2, ^ 
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由於 

cos mx cos nvz — (m-|-u)^-t-cos (m—^)3；}, 

1 

sin sin nx = -^{cos (m ^ n ) x — eoa ( m + ??^} ; 
cos vrx 4in m = ^{ftin (/i-h : n)a)+ sin (?i— m)^}, 

上述三個精分的計算都歸結到計算下列形式的積分： 

7T T 

^ eos kx dx , ^ sinZn ; dx , 

其中整數£不等於嚣，整數<是任窟的。 适雨 個槪分不難商接算出的 
確都等於零 e 

函数系如果具有 了正 交性，就在某稱意義下變成丁數學分析的一 
個有利工具。儘管系中的函數可能比系（幻中『句闼數要複雜得多，俱是 
U : 要它們組成一個正交系，就常常能够帯來很大的好處。在近代科學 
屮我們碰到而 JI 利用到許多這樣的正交系，而這些正交系的理論，通常 
都可以仿照函数系 U ) 以及與之關聯的 H 角級數的琿 論建立 起來。 

作爲函数系 (2) 的（已經證明了的)正交性的第一個簡眾應用，我們 
對三角級数來考處适樣一個問題 I 對冪級.数我們早 tL 解決了與這類似 
的問題）： f ; /( X ) 

係數 

_ * 假定級數 U ) 在區間（一 a 对）上了琴收斂(也就楚說，根據過勘 
性,在整個數軸上一致收斂)並且 它的龙 於 M ； 於足我們有 

f ( x ) = -^ J 4 - 2 ( tti . 1303 &+ h aili D (— 7 t < s ；<^7 C )_ C ： i ) 

k—1 

假定 《 是任蒽一個 fi 然數，杷辍數(: 3) 的答 ® 乘以同一個函数，哗 
於是得到一谰新敕敦，顛然，道個新級歎在區間〔-%#)上也一致收 
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斂，因爲适個級数的除初 r .(^) 的絕對値不超過級敬 U ) 的餘和 

hO ) 的絕對値。新极數的和顯然等於/(幻_燃，闶此我有 

f (c: .) cos nz— ^ eoe 郎 + cog hx cas nz + bi ： sin mu ncs) 

右 =1 * 

( — ) . 

根據 3 75 定理 1 ，道 個辍數在區間 （— 4 上可以逐項校分。左邊的 

賴分等於 


^ f ( 迄 ) cos nx dx t 

至於右邊的秸分則由於系 d ) 的正交性，除去僅有的相當於 h^n 
那一項的植分 


^ a,i r n .^ dx 


而外，其餘積分全都等於零。因跆，逐項秸分的拮果就得到： 


/(<?) cos n 忠 \ €3, t cos 2 ⑽ dcs. 


⑷ 


饵垃 ct > s 3 ^ = —Cl + <^os ^. ai) f 於是得到 


^ «rt eos 3 nc^ d^=^a tl | ^- ^' ^ + ~ 

—w —ir ^7T 

所以等式⑷就成爲 

IT 

f J ( 〆 ) co3 nc : d ^=7 catt t 


也就是 
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a fi = ^ /( a :). cos ( n ; l ， 2,…）. （5) 

—T 

完全類似的辧法，用心 m 遍乘钹數⑶的各項，苒在區間 （—A 4上 
遂項積分，我們榦得到： 

7T 

b n — ^ J /(^) sin ^ o ; da ; ( f ^= I , 2> ■■•)• (6) 

最後把紱數 (3) 本身在該區間上逐項積分 得出： 

■jr 

^ /(^) dx —7 ta ^ 

也就是 1 

TT 

« o = J / C ®) dc . (7) 

一 TT 

這裏 ，公式 (7) 其實可以看 ■! 乍是公式 (5) 當 n = 0 時的特殊情形。這也 E 
是三角敍數的常數項時常篇作 f 而不寫作伽的緣故。 

公式 ( 5 ) ， （ 6 ) ， 〔 7 )究 全解决 : |•我們所煶出的間題，因爲這挂公式使 
我們能够從已知函数 /($) (三角辍數的和)求出它的係敷％ & (在級 
敷一致收斂的條件下)。正如慕級數的情形一樣，我們看到 t 這些係數 
由函數 / ( W ( f 了平表達了 出來； Sffl ] , K 

*£^ Wfk - a ^ is ^/ ( s ) 0 

求 mm 的 '纖， 而輿之相反，在這:裏公式 (5) , 

(6), (7) 除了我們提出的問題本身所脰定的函數的性質而外，就不苒要 
求任何3挪條件了:，事實 JL , 由級數(3〕的一致收敛性（這是一開始就 
假定了的）可以推出函敦 /(«) (阙而，函數 / O ) eusna 與 /〔 s ;) siniTO ) 
的連給性(從而其可權 性）。 要想公式 (5) , (6) ，（7)具有實際意義，除了 
這個可 精性而外已經別無所求了。 

由函数/⑻枨據公式 （5) , ⑻,（7)所罐定的數&逋常稱谢3 
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個函鼗的雖然公式 (O ， （ 6 ) ， C 7 ) 是尤拉在輻里哀之前發现 
的），因此 * ， — fi 士一個在區問（ 一 *〆 ）上述镒的 mmj ㈤ ，我們都 
可以利用 ® 些公式算出它的全部福里哀係數％，《 _ 1 ，恥 , ‘-» ，… 。用 
迢些福里哀係數作係数的三角級數 u) 稱爲函敦 /㈤ 的 f 
因胞，簡單地說，紐一個在區間 （一 九 〆 ）上述續的阁数 fU] 

哀敍敦」不遒’跟冪級數的情形一樣，由此我們還不能做出住何劁於 
./(X)是讲可以展開成三角极數的結論，首先，對於/(的所作的福里哀 
級數可能對於某些（茜至可能全部 ） 《的値發散。丑:次，卽使我們假 
定适個龈數對一切 a 的値都收歛，我們也還不能斷定它的和足否就是 
/⑻ ::. 所以，函數 /( 幻究竟應該具有彳卩麽樣的性質才能的確等於它自 
己的輻里哀极數的和，這還是一個尙待硏究的問題。 H 前我們只知道一 
點:如果在區間 c - ％岣上商一個三角級數一致收斂於函數/⑼，則适 
個钹數一定是它的福里哀級數， 

在本教程中，除了函數系 （2) 以外，我們不可能還考邋其他的正交 
函鉍系。不過，我們仍然願意指出:我們以上談 到的齡 I於福里哀級數與 
係數的一切，唯一的根據是函数系 （ 2 )的正交性，一 1£也沒有接觸到系 
中的三角函數的仟何特殊性質，因而可以不綷任何改變就推廣到任意 
的正交系上來。如果速續阄數 

妒 lO ) ，穸 2 ( X )， …，见… (8) 

在某區間 (fl，&) 上組成一個正交系，又如果級數 

2 (I, 见 (>)=/(>) ( 9 ) 

n—1 

在區問上一致收斂，其中〜都是實的常數，則踉上面一欉，我們 
容具知道： 

b f> 

^ /(^)^^(^) d ： :^=a ti ^ dx (^-1, % -0? 
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爲簡眾起見，我們不姑假定《 

h 

^ VtiO：) <fe= 1 (M = 1,2,…）, 


於是就得到： 

b 

«-■ = ^/(«)^(^) ^ 0=1，2,…） C10 ) 

a 

我們根據公式 （ i «) 剎函數/(幻所作的數〜，稱爲道個函欺（阈於正交 
系 （ S )) 的福里哀係數，級敫 (9) 稱爲它的（同樣關於正交系 (8) 的）福里 
哀級數， 

正交系的一般理論是敷學分析的重要章節之一，它具有很多的實 
際應用。關於它的硏究工作,卽使在今天，也還在廣泛地進行着„這個 
琿論中許多方面是我們祖國的科學家車貝謝夬與李雅普諾夫以及蘇雜 
埃數學家們（巴瑞、柯爾莫廊若夫、魯淨、孟曉夫、斯捷克洛夫等）的供 
獻 0 


§ 81 的練替可以選用 K n , 提米多維奇的習題集，第五章，習題 
332,334,341— 344 0 


% 82. 平均逼 k 

在進入討論輻里哀級數收斂的基本問題以前,我們現在要證明，對 
於一個給定的函数的福里哀係敦來設，有許多 實際; 是它們本來就 
有的，完全與§ 81黻數 （3.) 的收敛與否無關。如果這個級數在某一點 
^收斂，則函數 / o ) 可以用級數的部分和 

o 葙足•這個要求的函數系 （ 8 ) 稱爲是，亨 印。 纈然，任何闼.数系 （ 8 ) 都可以用某 
哇常敢乘它的函數使之成爲摄準的囵數系。例 id ， 對於杀 (*j ) 來說，只要在被一項乘以 
其餘的 項乘以竑變成爲榇 準的丁 e . 
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…㈤十 2 {a-i nos hx-]r hi: sji'n hx) 

心二 j 

( 所 sr 三 角多項式”〕來逼近它到任何精確程度。一般我們把和 

n 

T tl (^-'j = ^ “ Ros 々 a ； + 办 .sin /成） (1) 

A ?=( 

稱爲一個《次的三角多項式:儿中 w :, 饵都足實常数： 

在第二十章中我們已經知道^不管函 Mf ? 纟否遥開成冪_，總可以 
考慮用多項式來追近 贪的問 同樣的情形，我們現在也可以不管函 
m /:: e 是叶以秘開成三角級數而來考廒用三角多項式|: 1 ) 來逼近這 
個函數。 

如果這個三角多項式的次數《已鹋預先指定了，那未很自然地會 
提出這榛的問題：壳該怎欉來選耿多項式 T , t (^) 的係数叫饵才能使 
得逼近的程度最好。爲此，如果對函数 /(=o 的遥近不是就任柯個別的 
點來說的，而是指整個區問 （- 4 # )來說的,則我們還有必要來確定一 
下，究竞我們所龙的“最好的逼近”是什麼意思 s 我們很自然地宵想到， 
可以用差/㈤― us) 的絕對値的火小來作爲逼近程度的痠劣的標 
准， 河是逍 個差在區問（―夺，#)上不同的點會取不同的數値。如果我 
們有兩價不同的三角多項式則一般說來，這個差在某 一點對 
第一 (M 多項式來說比較小， ifiiffi 另外一 S 却又對第二個多項式才小一 
些。 於是，在這種牯形下，我們就不能直接看出來，究竟适兩個多項 
式中，我們應當認爲那一個逼近函數/(幻較好，那一個較瘻 a 因此，要 
想對不同的多項式的遍近稃度的優劣能够有一個統一的佔惯，我們顯’ 
然需要約定用某穐確定的數來衡量和怙計每一個個別的多項式的這榑 
逼近的優劣程度。我們可以有备極不同的方法來選擇作爲這愐用途的 
道禪數，正好像我們 of 以用不同的溫度訐來_量溫度一樣。而丑在道 
崔，也跟测 : 'A 磡虔的愦形一榛，我俩遝用适樺或那砘佔計方法，並不是 
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由於原則上宵什麼出入，而只是根據實際上的方便。 

好像我們用兩點間的距離來测 a 兩個點間的接迀稃度一樣，爲了 
估 gf 函數 /( S ) 與三角多項式間的遍近程度，我 們可 以用某種合 
现的方法來確定它們之間的 ;; 距離％ 這個距離愈小,三角多項式 n 0) 
對画数 /〔 W 的逼近就愈 好，、 當然，無論用那一種方法來確定這樣的 SH 
離，都應當考嚴袭 f ㈤ - T n ( x ) 在 （- w ) ㊉ 了.印亨上的値，例 
如 m i / o )— r ,, i >) 丨在區間（一。二) •上 的上確界焱爲距離的一 
個合理的定義。又如适俩 fi ; 在區間（一％ «) 上的“平均値” 

T 

^ |/(s)~ , / , „(2：) \dx (2) 

一 V 

也是另外一禕可以採用的定義。佴是用差 /!>•) — TJ^) 的 f $的平均 

僮 … 


[A4—ho:)] 2 办 - K.d) (3) 

—"IT 

來作爲 /( aO 與 2 V 2；) 間的 £1! 離的 定義是更加方便的（道個定義在正交 
系的理論中已經普遍採用）。這個定義比定義 （2) 優越的地方是在於： 
在备補不同的計算中，處理闼敦的平方要比處理函敦的絕衡値东得方 
便。 

今後我們就用公式 (3) 來確定函數 /( 幻與三角多項式 T „( a ) 間的 
S 3; 離。闶此如果我們說多項式 T ^ Cs ) 與 2 V . 3 ( oO 中，第一個遥近函數 
/ O ) 比第二個好，那就是指： 

Kf, u<p(/ ，n， 2 〕. 

又齟果在所有的》次三角多項式屮，多項式 n ⑷的 pm ) 最小， 
則我們就說用 AO ) 來逼近 /<>) 最好。 

在我們有: r 這個定義以後，我們現在來考廒以下這個（完全有確定 
葸義的〕間題:求出那個使得.景 .《( /, 収到最小値的《次多項式來 
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當然，求出多項式 2 Vs ) 就意味荇要求出它的係敦，很明顯 f 如兴多碉 
式 T K ( r j ) 是由公式（ I )確定的，則 M Pif / i ' d 就是這技係數的函數， 
也就是說是十1個數 o ； u ， wi , …， / Ji , 办，…，仏的函數。因此，問 
題就在於要艰出這2«+ 1侗数的値，使得量 P (/, T „) 能够取到窃的最 
小可能的値， 

爲了适個目的，我們把景 〆 //八）的表達式 （3) 篇成 下面的形式： 

X IT TT 

"i { ^+5 T~{x) «te-2 f / ⑷： P,, ㈤ 此卜 -4) 

用公式 （1) 來定義叭 (>) 並且用 & 心來記 陶數 / O ) 的輻里哀係數，於 
是根據 S S 1 的公式（5)， （6) 與 (7) 我們就 得到： 

vr n 

^ f ㈤ ⑻ ( 5 ) 

—TT h=Z 1 

男一方面，利用公式 

7T n 

J* toa 2 hz dz = ^ ain 2 kxdx = yt ( 左 =1 ， 2 ，..） 

輿 §8 i 中函欺系 (2) 的正交性，我們又可以 算出： 

tt ir n 

^ T n (^) ^ {^4- ^ sin 2 ^:) I d/Hi ― 

— 7T —5T fc=： I ■ 

n 

(«I + /3|)}. ⑻ 

6 = 1 

把我們求出的表逹式 (5) 與 (6) 代人景 〆 /, 2\)的表達式⑷，就得到： 
P(f, T„)^^ S\ai)d^ 

—W 

n 

十 U 21: ( W — 2a 咖 )+ ( 沉 — 2A 、 )]}. 

A ： = j 



苒把下面兩個等式 


疋?! ] 益 足二.卜-兑 


a 孟一 = ( on ：-— ai ) 2 ^ af : , 

代入上式，我們褐到： 

■Jr n 

~ i { f + 2^ +b ^ + 

一 m ii~i 

+ ~ I ^ - -'■— -\^ ^ at _ ( T t}; ) 5 + [fh — ^)^_1 |. 

k 二 l 

在這個等式的右端，前兩項與多項式 AO ) 的係數％.灼無關。跹 
以欺邮.汍應該這欉選擇使得第三項取到&小可能的値，也就是說，要 
使量 


41^" a ™ + 2 ^ m ~ ai y + ( a —^) 2 d } 

h =\ 

取到撮小可能的値。但是很明顯，运個量當我們選取 
a-k — aj ； (/c = 0, 1, *••)) 
yS s = b J; ( A = J , 2, ••■) 

時等於容，並且對於数邮，诈的任 M 其他選擇則總是正的 n 這機 一 -來 
我們的問題就解决了。我們已經看到，要想得到最好的逼近，對於任 
何™，多項式'八⑷的係數都應該選作函數/ |>)的對應的輻里哀係 
數。當然，我俩應當指出， M 個結論只濟在用貸⑶來估計函數/ ( a ；) 與 
多項_式2\(幻的距離的條件下才成立。對於另外的距離的定義，我捫 
一般會得到數 叫办 的另外的値。 

用兩個函数之差的平方的平均値作爲雨個函數之間的&:離來■緊 
逼近的柽度，叫做于亨學$因肫，我們 以上得 到的結果可以敍述如 
T - • • . • 
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定理1守，争平冬 

n 

2' 办） = 令 + ^ ( 取⑼ sk+hsinto) 

" 1^=1 

是連績函數/( ㈡ 的最妤的半均逼近，苏中％ ^逄函數 / O ) 的福里哀 

fi ,,* mm . 

7 T U 

^>(/.]’『0=士5>(«)咖-|{字+ 2 (a ' +& ')}* ⑺ 

■— 7T A? = 1 

等式 (7) M - 有一個頗饒輿趣的性質 3 因爲顯然 〆 /_/八)>0,所以 
對於任何一個《都有 


f + 2 ㈤ + j 产 ㈤㈣ 

^― 1 —7r 

這個不等式的右端輿 n 無關，從而級擻 

夸 +i (的 +M) 

b —1 

的部分和當時保持有界。又因爲這憫級數是正項級敷，所以钽 
必定收斂。因此， 

數。特別是，由此可•以•推•出 •，齒 •我永 kW ’ * • • 

c ! n - s >0, & ji->0 («->«>). 

I 

% 83 . 關於三角函數系的封閉性的迪里赫勒—— 

李雅普諾夫定理 

在冪級數的理論中我們已經知道以下這個重要事■實，卽同一個冪 
級数可以是無窮多個不同的函數的馬克洛林 級敷。 對於福 m 哀钹數的 
理論，0然也眘產生同樣的問題，並 it 這個問題也同様其有極.大的重要 
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性:是否同一個三负級數可以是若干不同函数的輻里哀皲数?我們竹先 
應該注意 v 在解答這個問題時，我們自然地 R 限於討論連績函數，因爲 
否則适個問題的答案足顯然的。事實上，如果許可考虛:不連賴函敦，則 
我們可以改變所給的豳數 / O ) 在隨便那一點的値來得到新的函数，不 
難驗證這禪新函數與原來的函敷/(岣就有相同的福里哀紱数，因爲在 
§81的公式 ( s ),( 6 ),( 7 ) 中的猜分在函數/(幻作上述變更時，並不改 
變它惘的値。 

下面我們就要看到，我們所提出的問題迠與三角豳數的正交系 
1 1 cos x, sin x f cos 223, ain 

的一俩 童要性質緊密地相關聯的。假定在區間 （一4 7 C )_ h 布兩個彼此 
不同的述頼 K 數 AO ) 輿 AO ) 具有同一個福里哀級數(也就是說它們 
有同樣的福里哀係數、我們來考慮函數 

/0)=/1(幻一/办). 

根據§ S 1 的公式( 5 )，（6)，⑺可知，函數 /( S ) 的知一個福里哀係數都 
等於函數 AO ) 與 / 2 ( a 0 的對應係欺之差，因而也就等於零。所以我捫 
有： 


^ /(«) aosted«=0, 

„ 0=0,1, 2, ...). 

$ f (a:) ain kx ds = 0 

— IT 

m 是這一組等式表明，函數 /( 幻奥系 （1) 中的仟何一個函數都在區間 
(一$ 4上正交。所以，夺乎年„ (-«=, 

* ； i) . 

• • ，•這 : 個•命'題•的逆命*題•也-是•對'事* ih ,如果:有一個函數 

/(幻在區間〔《,幻上連續，不恆等於尜並 Ji 與系 （1) 中的一切函数都在 
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區間上正交 ： 乂如果9>(引 是 - H ： •意一倘在孩踔間上連績的函 
數，則龃然阚.數 < P ( X )+ Ji ^) 在區問 （— 7 t . W 上迚錆並且與屮 （ d 不相 
同，但间時它的一切福里哀係數却與函數 ns ) 的骑應的係數兒全一 
樣。 

所以，我們所提出的問題已經變成了 S 樣一惝間題:在正变系 （o 
中是否還可以“添上” 一惝不恆等於審的迚續函數 ; 使得磺充後的函數 
系仍踅保持正交性。函數疮⑴适榇擴允的吋能作，是値够有兩焖彼此 
不间的拽續函數具有同一慨福 ill 哀級數的必要.充分條#。一個能够蹈 
樣擗充的正交系稍爲是予宇喂吵年竿孕，反之，如果一 M 正交系不能 
够這槌搬充時，就稱爲是*交''系^因此，我們现在已經轉到道樣 
一個問題:正交系⑴究竟¥完_備的 S 是不完備的。 

i 封数系 （ 1 ) 的完備性 S 涸重耍举實，可以從迪 ii 赫勒關於:三角鉍数 
收斂性的著名硏究中推出來。但是，猛大槪是在較晚一些時候，才由卓 
越的俄國科學家， A . M . 準雅齊諾夫院十第一次明確地敍述出來並丑 
獨立地加以證明的。因此我們以後把道個定理叫做迪里赫勒一李雅普 
諸夬定埋。 

迪里赫勒一李雅普諾夫定理. jE^f 

mm. 假定 m 數/⑷在區間（二二二) 上連 k .， 在 is 個區 間上 
興系中的一切兩數正交。我們要證明 /0 )=tl (― 

顯然,從函數/( X )與系 （ U 中的一切函敷 iE 交可以商接推出 /(W 
與仟何 H 角多項式2'0)正交。我們用反證法：假定函數 / P ) 在區 
間（―上不馁等於零，從适個假定出發，我們來作出一個在 K 間 
(-«, «〕上 / o ) 與饴 不埒 能正交的三角多項式。 ■ 

不妨假定當時/(»>0, 於是對於充分小的 

S > o 我們可以使得在整個區間« + 5)上都有/ O )>0 D 假定 
C >0 是函數惝區問上的最小値，於是 




現在令 






' ㈤ = { i ±^|^ r ， 


其中™是任意一個自 然數。 用二項式公式依升？ S 展開，我們顯然得到: 


Tn {^)^ 2 e r [C03 
r = 0 

其中〜都是實常數。大家都知道，阄數 〔 C 03 ^對於任何 r >0 卻以 
表作下列諸函數的常#數的線性龃合❶： 

1 ; Goss, cos 2^, *■ ■, eos rs. 

把上面和屮的各項都這樣戚開，就 得到： 

n , 

T tl ( x 、 户 

r = Q 

其中心都足常敷。最後由於姆任何 r 

oos — a ) =cos ra cos -rajH- sin f ，rtsiu tx } 

我們得到 K ( A ) 的如下 7 i ? 式的表達式： 

71 

T /t (c )+ 2 ( 邮咖 A ^)? 

fc=i 

其中 W A 都足常 數。 适鱿表示 s 於汗 然歟、函數％ (岣 都是 
一個三角多項式我們現在要誇明，只愛 W 充分大，這個多項式就不讨 
o mm . 吨-轱論顯然成立 c 如里 

(eoil j：) r — ^ a s 

K-0 

則 , 

(oo^j jr ) …；（。训 x) r 二 2 a f 以汩衫 J: ('IS 4 = 

s = o 

r r + I 

二七 2 [t 03( fi + J ) I + 0 K i. ;] — :. ).t !」 - 2 ^ r，VH 
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能在 K 間（一 允)上與函敦/(0正交。 

我們先從阔形上來否看两数 nh), 常竹很大時，在區間（― w) 
上的變化情形;正好7這可以幫助我們淸楚地看到我 ffi 以下證明中的主 
缚思想。量 

1 + cos ( a ; —«) 

— ― - j — 

(其™次方就是多項式 
處處是正的；它當« 

® 是區間 （-A7C) 上的其他値時 4 ^ T 

小於 1。 所以，當说很大時 ，雨數 ^ ST 

A (㈡也到處都是 正的， 當3：=汉時它等於1，並 il 常*離《稍遠一些時 
它就很小 3 所以這個函數的變化情形火致如圖 S1 所畫出的那樣。我 
們的目的是要證明：當《充分大時 f 積分 

•7T 

j/OWsOefc; (2) 

—V 

不可能等於零 n 爲徙，我們分積分 C 2) 爲兩部分： 

d + 0 

j /O)r„o 〕 dx = i ^ 

a —5 

與 

(t 一 3 -Jr 

[W] f ( x ) T „( x ) dz = Ii . 

因爲橫分厶是在兀0)的値非常小的區間上進行精分的，我們有理由 
希蹵這部分锫分的絕對値也非常小 e 反過來，圇於掰分我們知道 
在精分區間上 f (^)> O 0 處處成立， 又函數： T ,( x ) 取它的最大的數 
値，因此，我們也有一切极據來這樣想，就絕對値來說，乃要比乃更 
大符多=佴是，這也就是我們所涛要的一切，因爲當時我椚 
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就不可能得到為+及=0 了。 

要證實我們上述的預测，以 ~ F 我們來進行一些必要的 S 卜党。因爲 


所以 


1 + tM (ic-ff) 
2.一 ' 


cos 



c+5 e+5 

/i^= ^ /(ii:)cos 2j1 ^ ^ ^ dx^c ^ cos SfL ^— 
a—i a — 5 


以；^切代入 ，得到： 


d 



-6 


I (卜如 2 -|)V 

0 


闶爲在區問〔0, S) 上， 0<_sin_|<i 又 0<eos -|-<l, 所以 

Z ^ 



因而我們得到： 

e 

jfi>2e J (i~sin cog ^-dy } 

0 "" 

以 sm 代人卽得 

^ 女 1 為{卜(卜如 【 rw ?!， ⑶ 

0 

因爲當 w 充分大時，括號中的數顯然大於 

我們從下而怙計了精分 A 的値;現在我們 ® 從上面來佶計積分為 
的絕# 値， 用 I 來記函數丨 /(®) I 在區間 （- 4 上的最大値。在 A 
的兩個擠分的精分區間上（卽對於!^-^!>5),我 們有： 




;a 巧 4 ； w i:; t 钗 


mh 

W 叫 <COf( 备)； 

闪此 - ' 

<M 心 (!—) [a-s-c- ff ) + J ,-c«+s)]< 


其中 


< C 2? fJ / ㈣ 2 " ^= 27 iM r r '\ 


冈爲料 於充分大的 w 我們冇 O : 

2 d J < 


2 c 

: u + ]. 


⑷ 


所以齔: 0 . 4 ;我們可以推出！ 只要 w 充分大。闶 此只要 n 充 

分太，等式 


j /(aOKO) 鈿=乃 + 7 2 = 0 - 

— V 

就不吋徙成、 i 适就證明 r 迪里赫勒一李雅普諾去定理。 

ra 此，我捫已經宥飼，關於我們所 考窻的 問題，福里哀級數輿馬克 
济林谋數龙全不同：毎一個 h 角級敦頃多是一個迚續函數的福里哀极 
数： 


爸 H 4 . 輻里哀級數 S 5 收激性 

我們現在回到我們的馮本問題： I 私数 / o ) 究竟應該具有什麼樣的 
n 質纔能使得它的福电哀級數收 斂並月 .級數和就是 f ⑷-這個問題的 
全部內容是非常褪雑的，甚至於就是今天的鞞學，離開這侗問題的徹® 
解决也還很遠。一方面我們细逍有-系列的判別法，用它們可以哳定运 

炒 1^町以 從閲谣 式推 W 來（写 f S 77定理4的說叫 




: m 


一類或那一頓的阐数能够展 m 成 m .! ua 鸫溉，而另一方而又嗬大 a 的 
例子指出，有些構造非常簡甩的 in 数,它們的福里哀級數却是發散的- 
在這一®恶我們只在道方面證明一倘命題，這個命題已經可以指出， 
能够展閛 成幅羾 哀被數的函數族比起可以展開成幕級數的函腴族要廣 
到仆脈度: ■ 

定理.平 src . a >) 

(M s' si 果， il'44 長 4 

M-i/(®)k^kkkk)o* 

我們把豳敦/(幻的福 m 哀係数 記作免 a . ， 函數尸 o ) 的榀 
iii 哀記作 d : , 在 § si 的公式 （ 3 ) 與 （《) 中，利用分部 a 分法， 
得出常 &> 0 時 

7t(tj ： = ^ / (: k) eos k(C da := 


'f(x) sin feu 、 

、 k ~ )\ 


J /'(s)sm kxdx = — 


7tbh = ^ /(^) sin kx dx^= 


=( -丑 ㈣ 紗一 f _. 

雕，我們有： "" 

o^-^S ^ d . i .2, ■■■)- (V: 

因爲對於任何兩個敫 《 與 A 從 

a t +^-'2\afi\ =(!«■- ! 0 \ ) - >0 


丁， J 以得到 


2 卜卢 0 〜 
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所以閱係式(1〕給出： 

2|^!2 161 ：«4■士， 

從而對於任何 ® 我們都有 

| a, t ro.^ kz + bj ； sin 缸 : < |«!: : + : & ^ (2) 

困爲數 M 足迚 0 函數/ (>•) 的福里哀係數 , 根據 S S 2 的結果， 
我們知道 級:敦 

2 ㈣ +奶 

h=l 

收1又因爲极數2 i 也收歛，所以不等式 (2) 的右端是一個收歛的 

k = 'i 

记 項数値級數的第 A 項。於是根據〔2)，敍數 

专 + 乏 (ateosZ^+hsinfec) (3) 

^ = 1 

在整個數軸上絕對收斂而且一致收斂。我們把它的和記作<幻。裉據 
SH 1 的生要結果，級數〔3)就是函數的福里哀級数;佴是根據定義 
它同時又是函數 / O ) 的福里哀級數。因爲函敷/(幻與 心） 都連繪， 
所以根據§ 83,它們應當彼此恆等，而這樣我們的定理就證明广。 

§ 85. 廣驀的三角級數 

在 S S 1 中我們巳經指出了，一個可以在整個數軸上展開成三角級 
数的函 MR 能是以2允爲週期的函數，道是非常顯然的事。至於阄數 
J \^) 不具有道個性質時，則最多它可以在(任何)長度等於扣的區間 
(«，《+2：0上展開，並旦這時 ffi 然還要求 / l >+20=/0:)。 自然，如果 
我們沒有比較簡單的辨法來解除道個限制的話，則彳 E 三角級敦作爲一 
個工具來《用時，堪個限制就成丫一腌莫大的障礙,因而在這一節.表: 
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我們要簡單地來考慮一下這樣一個問題：應當如何藉助於三角級數槪 
念的簡單而又自然的熵充，來解除以上所說的困雞。爲了簡單起見，我 
ffl 以下永遠 假定 已知函數 /!>) 在跖間 （《 上每一 S 都有連嫱的搏 
敫，适惠區間 ㈠ 就是我們想把 / O ) 在它上面展開成三角鍈数的那 
個區間 2 

如果我們所考應:的區間(《， a+A ) 的長度小於則埔題 
非常嵇單:只要用隨便什麼方法把函數/⑻簡單地膝展到區間0+入， 
£5+2允)上去，使得/ (ffi+2jt)= /O), / , (a+2rf)= / ( Co) 並且便得函 
數/⑼在整倜區 R3 O, 奸2冗〕上有連榱的導數（常然，要辨到這一點 
可以有無数多褪方根據§84的定理， 攒展 後的函數可以在區間 
0,«+加）上展開成一脶一致收歛的級數，顯然這個級數在區間 （a, 
m) 上的和就等於已知函數/0)，而道欉就解决了我們所提出的問 
題：這衷寧有一點値得注意的是:當入<加時，把函數/⑼擴鹿到整 
個區間(« ; «+2^)上可以有無窮多稀不同的方法，因而對於®來的函 
徵來說就可以 Vi' 無窮多個不同的福 M 哀級欺 a 當然，如果在整個區問 
0:.rH-2«) 上來 萼虛， 适些級數的和自然是彼此不同的 函數。 佴是在 
fe 間（七 a+ 入）上則所有這些和都等於函數 /0=) D 所以 f 在長度 小於' 
2^的區問上 3 — ■涸函數，一般說來，可以展開成無窮多個彼此不同的 
三角紱 St 

現在假定 A >2 〜我們再假定函數 /( S ) 茌區間0, a + A ) 上有連 
蜡導數，並且 /(«+ A ) ~ f ( a ), f '( a + X ) =/( o) D 於是在區間 Ko + A ) 
以外，我們可以利用遇期性(遇期爲; I ) 把函數 / O ) 擗展到整個數軸上 


去 a 


令 

S =( S + S % Sis ) = / ( a +-^ y ) = 9*( 汉）. 

顯然函數是一涸以加爲 p 期的週期函數 （ 因爲當?/增大加時， 



4 : 土 m ^ r ?y v : 烈 i^j vh 

« 就增大 a ) r 對於任何 ?/ 都有述鎞的 微商。 我們用命>._, mm 
個両数的 幅里 哀係數，根据§ 84的定理,#任何2/我捫有： 

sp(y)=^| + 2 (a^ eas ky 女 h'- v stii ky ) , 
l 

並且這個辍數在整個數軸上一致收敛。因筠 

2th / ' 

y — 〜入”'(35 — a ). 


所以在整偭數軸上 

CO 

/0)= 言 + 乏 2 ^" (k—(!.) + s r . sill (O 

h=i 

他且道個級數也一致收斂 3 應用關於正弦函數與餘弦闹數的差角公式 
到下面的兩個表連式中去_ . 

2 tcA , . 」 2 ^tk 、 

COS -- ^― ( £C — (l). SLll 又 - — 

我們就把辰開式 (1) 化成丫如下的形式， 

JV 、 «o , Vy 2fl；^ , „ . 2 弗是 

j(x) = 2 + 2, («J：cos - ^-- a： + §h sin 

fc=l 

其-中叫 扒都是常數。特別當時，這個級数的和就等於函 
敷/(X)在該 M 間上給定的對應的値。 

所以,我們知道在任何區間时；1)上給定的函數/0) t 在我們 
所說的條件下）在整個該區間上可以鹿開成一個一致收斂的廣龚三角 
級數 ，這個 級數與§ si 中級數 a) 的差別僅在於它'以函数 

27«!. . 2rtii , 

l.eog-^—a;, sra ^ a t 打 = 1 ， 2，..‘) 

來作 爲搔開 式的元素而不是用的§ S1 的阐歌系（2)。不難驗譖上面這 
些函數在區間(《， 《+A) (亦卽在 应虔爲 A 的任何焯間)上紐成一個正交 
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系」個系中的一切阄跺都 pju 爲週期。至於係數如., 办， 我們不難用 
以前的方 法求出 它們的衷達式就是： 


a +入 


2 

C 

2^Ic- 

(ja ， i ， 2 ，一 y' 

ai = ■ 

J /#) 娜 

—7 — (>: do: 

A 


ft-) - X 

27th 
-_T cc 

A 



^ /(fj) Fsiti 



最後，如果條件 , f («+ A ) =/( G ),/ , (：«+ A )-/( a ) 不成-、>：，要想得 
到上面 的麗 開式，則我們總可以先把闽製 / tf ) 搬 M 到端點 g +人以外的 
浆一點 ?>>«+ A 使得在區間(《， & ) 上滿足所存以上适些條#，然後再用 
我們剛才所説的方法求出函數 /(-) 在 iSffl 擴 M 後的區間上的 M 開式 D 
§ S 5 的練濟可以參裔 b . n . 捷米多維母的沔題 S ， 第五章，習題 
331,350,357, 




第.五篇微分學的進一步發展 
第二十二章多元 gj 數的微分法 

§ 86. 多元函數的連皤性 

在我們初次諫到函數閩係的槪念畤 (第一 章），我們是把一個自鲟 
量的函數3/ =/( s ) 作爲這個一般槪念的最簡單的』淸形來考虚:的。在 
實際上我們所碰到的各稀類型的函數關係中，大部分都須要考! S ： 不止 
依賴於一個，而且還依賴於若干愐 (: 有時很多個 ) 其他的量的那轉置，逞 
一個以及其他适若干個量的値都可以任意選取，並目.它們之間彼此無 
關，面而我們可以都稱之爲自變量。 K 有常我們用某棰確定的方择選定 
了所有這些量的値時 / 函數才有確定的值。然而，度到現在爲 It , 我們 
只専鬥硏究了那種祗有一個自變量的最簡單情形。其實微分學與楮分 
學的那些槪念與方法宪全可以很自然地推廣到任意多個自襄量的函 
數(簡稱多元函數)，而且這樣一個框廣有着極大的用處。 

在這一章桌我們照例祗詳細地硏究把微分學的槪念和方法推廣到 
南個自變董的情形，然後讓讀者們自己澄明：當進一步增多自凝 M 的數 
目時 已鸫不需要什麽在原則上是新的東西了。這樣一個辦法是恰 當的， 
因爲我們以 下就會 知道,從一個變最的函數轉到兩個變量的函數時，是 
會出現某些在原則上是新的東西的，爲了要牢阁地掌®住适些新東西， 
我們希望我們能够集中注意在事精的原切〗方面，而不要分散到過於繁 
筇的形式結構屮去。相反地，從 m 個麵量 到三個或更多個自變量的過 
程中，則照例只曾引起一苎技術性的困難,而這些闲難當我們牢固地掌 
捉了事情的原則方面之後足不難克服的。 

假定® 是兩個 ft 鰱發 S 與 S 的函數^ TH 如我們以前用直線("數 

(扣3) . 




咖 ®H 叫获毪 

輸上的點來裒示鹽 S ; ^的不同的做故 ft 有畤 ift 接就 稱乎适 些値爲 
“點”那樣，現在我惘也時常把肖變® 5與3當作是半面上的點的直角 
坐锆，而逭個半商也就自然地叫做“數平面”.、並 it 常我們要想 說 ‘' nm 
: M ： 的一斅値我們也常常就簡單地 說成“ 點以, y ) :, , 因而當 
2/=6時读 w 的値也就可以説是它“在點 (《jr 的値 。 mmmm 
在 f 述兩方面給我們很多方便:第一,它在絕大多數情形 r 使敍述簡單 
得多(而.父 R. 有同糙稃度的精確性 ） ;第二，它自然地引起我們的 蔽覺觀 
念，记種直觀，在許多情形下，.部徙够使我們對於所說的東两更易於掌 
揾。有時爲了簡眾起兑，我們只招一個宇陆倮 p, g, • _ 等 來記點I乂 w ， 
並丑把 1( =/(-, y) 簡為成《 =/(^) 0 這個方法在兩個自變 M； 的情形用 
得較少，因爲這時縮.寫得不多；但是在自變 a 個數較多的情形,這個縮 
寫的好處就非常顳著了 C 

正如® 數 y=/[>：) 在直角坐樑系匕,扩中，以某一條（與牢行於 
or 軸的莳線最多 R 交於一點的）曲線作«幾何表尕一様，函數 u = 
=/(4 : y) 在敌角座標栗IX y, W 中，也以某一個與平行於 ()[/ 軸的直線 
最多 M 交於一點的曲面爲其幾何表示 （ 這等於要求對於自變量 a 2/的 
一對値，量 u 最多 R 有一個値與之對 應）。 我們已經看到過，在硏究一 
個鏟 a a 的函數時幾何表示曾擗帶來了多大的方便；類似地在二元兩 
數的理論中，利用三維空間中的曲面來作爲這些囷數的幾何表示，可以 
起同欉的作用。 

假定函數 y ) 確定在卒商的某一個區域 o 上又假定 p (> ; &) 
是這俏區域的某一點。除點 P 外，我們考虛另外一點設想它 
無限制地逼近卽 x ^ a r y ^ b r 這也可以表作下列關係式： 
p= V{<s-ay-\- (y—by - >o. 


o u 前對我捫来說，在®大® 度上 ， awi b 或的形狀究竞如 w ；®： a 冇什®躱保 的：它 
可以龙正方胗、冏威省任 MM ■他々-叹阖形，或怎是“數 平面” 的一 [0 無限的 部分，或者甚至於 
& t 造觖脃數平面 3 
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如果在 M 個過程中，量 /( S ，2/) 趨向於某一個極限次則我們.寓作 
/( a ;， A /)—0) 或 lim /( a :， y ) = i . 

f >-^0 

利用關係式 P — 0 來描述上述的過程最爲簡單。不遇我們却應當 
注意到：我們這.裏的極限過程只是那種在 S 15中已詳細时論過的一般 
意義之下的極限 過稈。 事實上， /(= W ) 並不是“基本變量1的函數， 
因爲，很明顯，到點 P 的趴離等於/>的點 P ' hy ) 有無窮多個，而一般 
說來，函數 / Ovy ) 在适些點取各不相同的値。當然，儘管這欉，我們 
所描述的極限關係還是有完全確定的意義的，那就是：對於無論怎 
欉小的 e > 0,都有道樣一個 S > 0存在，使得凿於任何不同於尸的鄄 
y)，R 要它到 P 的距離小於 S (也鱿是只要在唯一條件 P < s 下 ） ， 
就永遠有 

l /(^, y)~A'\<e. 

在我們以上把二元函數的掻限槪念弄淸楚之後，我們應當怎欉來 

擴充述續性槪念到二光函數精形也就很淸楚了。這個槪念，正如我們 

所細，在一元函數情 形具 有基本重要的意義。 

辱數；0稱爲在點0,的連績，假如爷吧弯： 

]im / O + Aa:, 2 /+ A 汉） =/(a;, y) , 

/}—>0 

其中 p = + 

~說得更詳細一點，就是:對於任何0,都有這欉的 S >0 存在，使 
得 H 要 P < s , 我們就總有 

| Ati| = 1/0 + As:, 2/ + ⑽ 一 fiA y)\<s. 

我們可以看出來，在迓崑，迚綾性的槪念，踫我們以前的情形一欉， 
也是一烟爷哼萼:一般説來，二元函數可以在一些點連繪而在另一 
興點不連杂。_ 侖一樣，如崧函欺/(>，幻在數平面的某一個區域的 
毎- -點 都連續，我們就說它在這個區域上述續。 

當我們砰究一 X 函數時，在建立連續函數的重要性質(第'五章)之 
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前，我們曾經先精密地砰究了連續統(實數集合)的構造,也就是自變景 
的値的集合的構造。同樣地，現在我們應當在 W 究二元函數之前，先詳 
細地來考慮 亭亨- (^, y ) 的集合的性質。這個集合很自然地就叫做+ 
手哼嘐等 M ， •它 •的 1 幾何形式就是毕面 ： * 

* ■ A 邊全爲止我們 K 討論了甲 f 自變.置的函數 ( 二元函欺％其實， 
本節中所說的一切都可以很自“▲推到任意多個癡量的函數的情形， 
以至於我們要簡單地提一下铣够了。 

如果量 m 是^個自變量的函數 （ n 元函數），則爲了術語上的方便， 
我們稱全部這些自變 ft — 次所取的値|: 叫％， . ■ -，办0是一個 
Sfi 0 我們仍舊把兩個點的對應坐揋之差的甲方和的年方极叫 iAmis 
‘的¥_ (當 n = 3時我們就得到普通3維空間中兩個點間的距離)。 
函數& 二他 V ， 幻在3維空間的一個點 0, 1 3) 連續,就是揩 
Am =/(«;+As, 汉十 A% 3+ As)-/(o:， 於 3)—0 O-H))， 

其中 

p= Vh.X^^r Hy 2 ~^r Aa 2 

(很明顯，我們沒有必要再來敍述當 3 時的連續性的定義了)。至 
於對《龙函數的進一步硏究，同欉地雷要來考虛 n 維達績統(卽所有的 
«實數紐(％, %…，伽)的集合)的性質。 

我們介紹讀者們參考氐 II . 捷米多維奇的習題集第六章中的非常 
有用的例子:習題44, 45, 55。 

§ 87. 二雜連理統 

在 ® 線上只有一種類型的簡單圖形，那就是區間。但我們談到二 
維連績統(平面)時，我偶一下子就碰到多棰多樣的簡軍國形：多角形， 
圓以及一般地由任何 簡單閎 曲線所圍成的 鬪形。 我們研究二維連續統 
時比起硏究最簡單的線性 C 一連績統來，需要考虛許多新的東西，絕 
大部分這種新東西之所以產生，榦是由於簡單阏形形式的這種多樣性。 
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imm 取的年面圖形的點的總體,我們稱之爲一個，如果迚圍 
成 U 侗_形的閉曲線上的一切點都算作趟於 H 個區域時\ 4 我們就說适 
個區域是一個反之，如果閉曲線 J ： 沒有一個點算作瑶於這個 
區域時，我們就•說•它•是一個— M (無論在那一秫情形，這個閉曲線都 
稱爲它所圍成的區域的學/ jk 鹿我們並不除外.耶秤延伸到無窮的 
區域。例如我們把(開的半面0,甚至整個數平面，都叫做 M 域， 
正僳我捫以前在特殊惝形把(開的)半虎線 o 0或整個數軸都算作是 
區間一欉。 

如果 PO , y ) 是這禪區域1的一個0點(卽不在邊界上的點〕，則頭 
然可以使得以 P 爲中心的充分小的圓的'一切點都廟於該區域。.反之， 
如果尸是區域的邊界上的點時，則任何一惘以 i 5 爲中心的圓都必然 
旣包含麂於區域刀的點又包含不屬於刀的點。這些性質可以了解作就 
是區域的內點輿邊界點的定義 D 開區域 R 由内點紐成；閉區域則同時 
包含內點與邊界點的全體 s 

在線性連續統的情形，簡單閫形(區間）的度 ® 是由它的長度來别 
割的 =■ 在平面的情形事情就比較要祓雜一些：要极據問題的性賀來 
看，有時我們感興趣的是區域的面植，有時叉是它的線性度盈；道衷後 
若 是用區 域的來刻割的，所謂一個區域的&徑 

i •度 •， .“義 i 士對角龈的茲度笼等。如果道標一 
個上確界存在，則我捫就說區域是弯等吵，如果不然， 

無界的區域有時也谠成它的直徑是要想一個區域是有森&，_頭 
然必須，而且僅須， *£ 整個 位於其一個圆 的内部(正如要想一個線性集 
合苻界，必須而且•僅須它整個位於某一個區間內部一樣)。 

假定在毕面上給定了一個區域 D 與一 點巧 又假定 p { P , Q ) 表示 
邛面上點 P 與點 Q 之間的距離。如果謓 Q 取遍區域刀的一切可能的 
% ， Ml! —切這稱 p( P, Q ) 作成一 M 數堪分，适個填合有一個確定的下確 
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界，我們把這個下確界叫做， Pfj 亨 f ，記作 KP , 

定理 k 予亨 ♦_+))，刀)> 0 。 
mm . 假® 备 i ： 有■刀-)二0:則以>點爲中心的無論怎霞小的 
m 總4着區域刀的點。 w 這不外下述兩種情形之一： 

1) 毎一愐足够小的以尸爲中心的圓整個屬於區域刀，或 

2) 任何似户爲中心的圓旣含有屬於區域 刀的點 ，又含有木屬於® 
域的點。 

在第一榑情形，點戽根據定義，是區域刀的内點;而在第二筛_情形 
點户是它的邊界點 0 因爲區域刀是閉的，所似不論那種情形點 p 都要 
瑶於這個區域 f 但這與定理的假設相抵觸。所以， 〆 尸，巧 > o , 而定理 
1就®明了。 

平行於屜間套定理 (§ 汍引举 1), 我們現在有必要建立一個對應 

的，關於“閎區域 S . u 的重耍定理。我們把以丸私 ■■■, d n ,... 爲對應直 

徑的一串區域 A , U ，一 叫做一個¥¥¥,如果它滿足 T 列兩 

個條件： 1) 从 +1 <孔0=1, V *.)(卽區整個包含在區域几 

中）； 2) dd - HJO — oo )。 

定理 2 . #f 於辱字亨， 

. 

* * •+.' («', 來記區域从在 OX 軸上投影所成的 II 間， 

同樣 A (^，^)記它在 OK 軸上投影的區間。顯然這兩串區間 （叫，〜） 
= 1, 2,…）與心）0=1,2,…）都是區間套。假定《是所有區間 
0„, &0的&共點(极據§ 1 S 引理1這樣一個點唯一存在 ）,0 是所有區 
間0,的公共點。我們要證明點 P ( a , /3)屬於每一個區 M 从。 
車實上，如果有一個區域汍不包含點 A 則极據定理1我們將有 
p ( P , D k )^ d ^ 0 o 佴是當;>》時， £ i ! C = A ， 因而 

p ( F , l ) i )^ p ( I \ Jh ) - d{l > A ). ( I 1 ) 

佴 是另一 方面，如枭 QC^r J /) 是區域办的任意一點 ， M * 與《遒於區 
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苐 艽竑 . s 二十二 j ? 多;) is 数的兹分法 

龆0»，又，與 y 屬於區間，（以山),所以 

fi { P , Q )- v '(^~~ a )^+ ( y : 奸 < V , 

從而 顯然有 

p ( P , D ^ Vi ^ aif + ldi ^ y . (2) 

但是當 ho □特， ftj—d!->0, dt - ci -^ Q , 於是根據 （2) 就有 p { P , Bi )^0, 
适輿不等式 ：(I) 發屯矛盾，囡爲根據 (1) 對任何 l > h 都有〆尸， Bi )> d a 
因此點 P {«： 幻屬於海一個區域从。其次，要是有另列—點，也具有 
同樣的性質，我們假定 P 與 P 間的距離等於 A 顯然這時每一個區域 
ih 都包舍點 P 與，，因而它的 g 徑就不會小於 P。 這-就與區域从構 
成一個區域套的假設矛盾。所以，點 P 的哦一性也證明了。 

現在我們轉.來證 明“有 限覆蓋定理％這與 U 8 引理2相似 a 假定 
我們有--辟區域 （/)) 所成的某一個（有限或無寤)集合 A 我們說 S 蓋 
佗了某一個區域 A , 那鱿是說區域 A 的每一個點鄱是* S 中的至少一個 
區域 /) 的內點。 

定理 3. T — i@f 

f^ »j Bit 

irHi ^ a , . 

• * mn - w 爲區域 △ 是有界的，所以它整個 a 含在某一個正方形 q 
的內4。用直線連接這個正方形的兩雙對邊的中點，把它分成四個相 
等的正方形。我們稱一個正方形是“正則”的，如果區域 △ 在這個正方 
形上的部分不能滿足定理这有限覆蓋的要求（正方形完全不包含屌域 
△ 的點時不算是正則的） a 顯然，定理3的結論是說正方肜 q 不是正則 
的 ( 現在假定相反，假定它是正則的。於是不難宥出，在我們分成的四 
偶 TH 方形之中至少有一個也應該是正則的。事實上，如果這四個正方 
形中的毎一肱都有有限覆蓋 (或者 都不包含區域 A 的點、則顳然整個 
正方形 Q 也就有有限覆蓋了 t 

假定 y •是[則的四分之一。把它再分成四個相等的正方形，用同 
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锘的方法我們知逬偶小正方形中至少又有一個是 m 則的。适個歩 
驟讨以永遠逆彳 fF 虫，並 _ a 題然我們得到一間正方形赌域赶 Q ， 弘， 
仏,…。假定 P 是所有适些芷方形的 &- 龙點(根據定理 U 知道這檑一個點 
是存在的而 . fl 足唯一的 ） 。我們前先來證明？屬於區域事實上，任 
何一 倘以 P 爲中心的圓顯然岜含整個正方形 A 只要《充分大，闶而它 
也就包含區域 △ 的點。如架 is 個 翻當宇 徑充分小時整個包含在區域 A 
内 ; 則尸是這個區域的内點。釦果無論它的宇徑怎欉小， M 個圆旣含有 
屬於 △ 的點又含有不旖於 A 的點，則點尸是區域 △ 的邊界點 3 因爲區 
域 △ 是閉的，所以不管那一禪情形，點 P 都屬於厶。 

佴是在迢稗情形了，根據定理的假設， S 中就至少有一個區域 D 以 
P 爲它的内點 3 因此以 P 點爲中心的每一個充分小的11都整倘墘於這 
個區域佴是這種小圓都包含無蜓多個正方形仏，因跑，所有這槌 
Qn 都被集合 s 中的區域 o 蓋住，而 W —方而，根據定義它們是正 
則的，因而又不 町能 限樘蓋。這欉鱿得到了一個矛盾 s 這個矛盾證 
明了我們的假定是不正確的,也就是説正力形 Q 不可能是正則的，因而 
也就應常有有限覆蓋。這様定理3就费明了。 

現在假定 A 與！^ 是兩悃彼此沒布公共點的有界閉 區域， 义假定 
p 是跖域 A 的任意一點。极據定理1有以？爲中心，它不包含區域 
/) 2 的點的一■個圓存在。假定道個圓的羋徑是3我們把以 P 爲中 
心+ < p ) 爲半徑的11稱爲點 p 的“專有” M ， 並丑把 區域 A 的一切骷 
P &專有 1 B ! 的總體記作扎因爲 s 蓋住了區域从，所以极據定瑰 3 可 
以在 s 中選出一耝有限個冏來，這個有限紐义 已經 蓋佗了區城 A - ;我 
們 把這個 有限組& +的逋的半徑中最小的一隨記作 s . 

假定 A 與巧是分別瑶於區域从 與从 的任意兩個點。點 A — 
定位於 S ' 的某一涸圓的内部；假定尸與，'= ^(. 户)分別是這個圓的中 
心與宇徑。於是我們首先荀 rKP： 八)><岡爲點 A 葸於區域 
IW, 其次有 P^ 1 , 眄此； 
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〆 P ,. / V ' > P (尸- T 、、_ p ( I \ Pj )>- r ( P )~ S _ r ( P )== +< r ( P )> S . 

丙爲乃是區域丛的任避一點，又 A 是 k 域岛的任意一點，所 
以我們得到了以' F 的結論：全部 M (離 P ( A , A :) 作成 一谰集合，這個铯 
合的下確界是一谰正熟适個下確界稱爲 Iff 认 - A 夸—， 
記怍趴 a 為 ）， 因处，我們已綷得到了下述 bk 要題。 . 

足理如果與/> 2 是彼此沒有菸共點的两個有界的閉區城， 

' 本節中的一切槪念以及定理的敍述與證明都可以不經任何本贺的 
改 I ® 就類推到任何多維的連續統上法,讀芯不雛獨立地去驪證這一點 C 

S 8 S . 速續函數的性質 

我柄現在已經有了足够的基礎來建立多元述賴函數的莆要性饩 
了。 

- fl 先， 我捫在 S § 21與22中所證明的關於一元函數的那些定理， 
t .; 於二元函數也笼全有效。在某一點 P 逆續的 _製經過有理運算的結 
果依 S 在該點連賴(在除法的情形 K 有一個條#:要分 取在點 P 不等於 
蒂:、 關於蓰合函數的連賴性定理應該這榼了解：如果 s =/(s u ) ; «二 
你 C ； J /) ， 1: = AO , :/ ) ,又如®函數 Pi 與％在平面上的點 p ( n _ 

，而函數/ 0, 1 )又在平面上的點? !■ = 灼 ( S . 2/ ) ,〜= y ) 連 
鎞，則阑數 

Ha y )= S { jPi {^, 2/) ： %<>, y )] 

在點 P 迆續。用這純方怯做成的函數 八 X ;/) 稱爲 A y 的複合両數„ 

所有适些定理的設明與 %21及％-22 中的對應定理的證明觉全類 
似，因陡吋以变給讀济 ft 己來處理。 

現在我們再往下蒞二元迚 M 函敷的若干茧要性質。 

定理1,在有界閉调域 / J 上連總的函數 /0， y ) 在該區域上有界。 

t * * < * * * * 4 ^ * **••»*• 
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這個定理的證明與§ 23中對應的定理1的證明是逞樣相似，讀# 
們可以逢無困難獨立地^把它作出來。 

定理 2. f(^, y) r±f 

― f ®. . 

' 者自己來處理，因 爲窗與 § 23 中的定理2的 
證明完全相似。 ‘ 

二元函數的了；學槪念可以跟一元函數的情形完全一罎地建 
立起來，並丑在這 k^ak¥ 具有重大的意義。両數 /(^, y) 稱爲在區域 
刀上是指下述條件成立：無論 s>0 怎檨小，都有這樣一個 
S> '使得對於區域刀的任何 M 個點 Pi 與 P 2 , 只要它們的距離 

p^Pti Dd 

就總有 . 

\fm-fW\<e. 

跟§23中的定理5—樣，我有下述定理： 

定理 3. /(^ v), tmw, 

. * * _ 

定理的證明與上面提到的§ 23中的定理5的證明完全相 
似，佴由於它比較複雜所以我們把它完全窵出來。 

mm- 假定 p 是區域 d 的任意一點又 e 是任意一個正數。因爲函 
數 /(i k 在點 p 連續，所以對於以？爲中心，以一個充分小的數 p \P) 
爲乍徑的圓上的任意一點 广, 我們都有： 

\f{P')-KP)\<^ 

因而，只要 p 與 p" 是該圓的任意兩點（同時要注意 p 與 p" 都屬於 
區域巧，我們就有 

|/(^;- r '( P '0!< E - (1) 

對於 M 域乃的甸一點户我們都作這欉一個圓。這些圓的乍徑 P(P) 
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—般說來當然是彼此不同的。現在我們設想環繞區 域乃的 毎一點 P , 除 
去我們以上所作的平徑爲 P>：D) 的圓外， B 外有一■個宇徑爲 f P ( P ) 的 
同心圓。這個圓我們叫败點户的^ 

因爲區域 /) 的每一點都有欉^個專有圓，所以一切這掙専有 
圆的總體&蓋住了 區域久 固而极據上節的定理3,應當有道砘専有 M 
的一個有限組 tv (7,, 同樣蓋住了區 M 刀。假定這些圓 C4 PJI 點 

朽爲中心，半徑是 -^P(iW 我們把這 M 固半徑 fK^)，A=l : 2 ，…， 
' 中的最小莕記作 S。 

現在假定 P '與是區域 D 的任意兩點，它們之間的距離 
pC^, P"XS, 

又假定 ，逼 於以 ft 爲中心,^>(乃 ; )爲宇徑的圓 <? tu 於是 

( 2 ) 

同時，由於 s < yp ( P ， o , 所以也有： 

p(P' ， P” ） <|* P (PO. (3) 

從(2〕奥 (3) 就 得出： 

p r ,P ，! , Py)<p(Pv.), 

道铣表示點，龆於以巧爲中心, 〆 乃 .） 爲竿■徑的圓::又因爲點，顯 
然也同轘璐於 該圆， 所以不等式（ V )成立。佴 e 是彳 I •意小的正數，而 
，與，又是區域/>的仟怠兩個距離小於 s 的點，所以函數 / o , y ) tv . 
區域刀上一致連賴，這就是所®證明的。 ■ 

我們讓讀者來驗證，本節的一切結果連它們的證明在内不需仟何 
本質的改變就可以類推到任何多 X 的速續画數上去。 

§卯.偏導數 

現在我們要球建立多％ 阁數 的微分學，我們一開始還是集中注：® 
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埏二 x 兩赞的情形。主要的間題仍畀是估計函数 it 化速度的問 
題。不 M， 基至於 u 消石一服，就已經呵以很淸楚地符出，在遺龙， 
問題的提法本义就够祓雜了。以前，過涅的進行是由一個變量3的鰱 
itmam ,因而 r 要考處，岱這個_斌锝到运個或那個改變量陴，豳 
數? v-/(«.) 殛化得多快就成了。饵 i- ,現在我,們的®象是平而上的點 
I 1 y ^, y ), m 個點不僅可以移勁意的距離，而 a 還可以印亨巧 
來移動.這掘距離，'故丑一般說來函數 7) 變化的4磕丄灸旮“ 
點沿者不同的方向移動而不一樣。要想到問題的完全解汍，我們有 
必垔對 道整個的苞雜情形建立起一涸淸哳的完整的槪念 3 
佤是，在肫始的時候，我們 R 考慮最簡眾的 
情形，卽點尸的兩個坐標％ :v 中只 有一 個變動 
而另外一個保持不變的惜形，适時點 P 沿卷雨 
個坐揉軸方向中的一個而移動。例如假定變货 
s 得到一個改變 As, 而變 i y 保持不變，於 
是我們從點 Pav ) 轉到點 FY^+A^^Kfi! 

52 ) c 函數«=/(^幻這時顯然得到_量 

A'f=/(s+/k. ; y)—f(Wh 
Ai ： 



-轉 fif ] 

p,s + A 〜 上的毕均夔化速度。如果當 Abo 時，道個比式的搔 [ fe * * 


於是比式二:給出了考]..卷亨字値％ 


]im Au = lim /(^ + A^；/)-/(^ V) 

A . r ->0 As 

存在，則我們顯然可以把這個極限考臌作’寧 M =/(^ P (-； V ) 
! f « J ： ^ 巧學亨 琴年學寧。在這個極限’過•程中，$與2/’ i 然算作是 
士 - sLk •動的 V 、 •是- ik ' 将到的極限谊自然是與 a ,y 取怎楼的植有 
既的一■個 M 。一■般!說來，在不同的點 C ^’，2/ ) 存不 M 的値，因而，跟 1 〃 一 * 
欉，也是^與 y 的一 f 两函數(所以我們說 e 足局部的 速度乂 我們把筠 
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個®稱爲阐數的偏導數，記作或 ? fi U )， 
也記作适桌策一稀記法中的字母3與第二; i 記法中^附槪 
«的用意:都是要說明我們所談到的是關於兩個變發之一(在兄一掴變 
趸固定不變時)的微分運算。 



闽此我們有： 



di 


T △以 

]lint •-—: 
Ax->0 ^ 

= iim 办土 As 

As 40 心 


當然,完全類似的量 



3u 

=: f y) : 

v Ait 

=i hm — 

- Iim /(y +△¥)-/( 

邮 —o 匕 V 


就稱爲函數《 =/(%扪關於變 a ?/的偏導数，它代表這個函數關於變 
跫汉的局部變化速度，顯然這:恶談到的 a m 的癡化速虔是當點 p (^) 
在 of 軸方向上移動時的情形 .， 所以，關於在一點 p 的兩個偏導數 t 
與 g 的 知誡，給予了我們一科:可能性來判斷當點 Ps>，y) 沿這個或那 
個&標軸方向變動時，函數 y) 究铑變化得多快。至於當點^ 1 
沿另外的方向移動時函數變化的速度 ； 則顯然我 ffl 還不可能根據偏 iS 
數的館就直接判斷出來。 

根擄以上所述就已經很淸楚，當我們要求一個異體給定的®數的 
偏導數時，楚不需要任何新的忮術性的方法的；例如要想求^時,只 
要來求函數《 =/0,扪關於《的齊通的遵數就成，道時把 y 看#常盘 T 
因而《就可以苕成是普通的一個變量％的函數。 

«. = gin 20 ;, = 3 ^ s eo 3 3 ^ f 

9.1/ 

=2沒 sin 

二元函數的偏導數具有簡眾的幾何意 _ c 方程 «=/(s： M 示三 
維租間中的一涸曲面。給 y 以任意固定的値，例如汉=匕 我們笫 中茳 
窟力於這個曲面與•平面沒=<&的交黻：适個交線是一條平面曲踝，它的 
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b) ( 1 ) 

(圖53)。在某_"點 P ( a ， b ) 的偏導 

^ i ' t ! 

徼^.是函數 / C 4) 在點 a 關於^ 

的普 通導數 ，因而也榦是曲線 (1) 在 
點 s = ci 的切線的斜率(也就是這個 
切線與 0_ AT 軸的正方向的交角的正 

C^/if 

切）。 當然， ㉟ 也可以得到完全類 
似的幾何解释。 

三元或更多元的函數的偏遵數 
可以完蚕一樣地用同欉的方法來確 
定。例如假定 

«=/(», y, %) 圆 53 

則 

3m - = lira /(g+^.V.g)-/^ y ，、 ; 

间镫的 辦法可以確定 || 與。顯然《元函數有打個不同的偏導数。 
^苎偏導數中的每一侗1在《維空間中的一個已知點)都表示函數在對 
應的坐.標軸方向的局部鏟化速度。當然，這個幾何解释 K 有在 w = l , 2, 
3時才具葙 Si ： 觀性。 

本節不要求大發的練習。讀濟诃以在 b . n . 捷米多維奇的習題: 
笛六車的習題 66— S 1 中解出 5—6 個就 tf _ r c 

爸 SO. 05} 

當我們 W 究一元函數 J/=/ ⑷時，對應於自變量從 r 到任何新饈 
s + to 的改變，我 m 曾経:確定了一個 M%， 稱爲函数汉闕於》的這一 
酸的啟分。微分卹的定義是尸⑷與舢的乘 U/WAS, 它具有下 
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述的雨個性質： 1) ©與的改變 M 成圯例， 2) 當 Aa ；40 時它與函 
數2/的改變量 Aj ^/ Car + Arc )— /( ㈤ 相差一個此 As 高級的無窮小景 :. 
微分的許多應用都基於遂兩個性質我們還知道， it 南俩性質完全刻 
irr 両数3/的微分，換句話說，不可能有任何其他不同於却的铅也冏 
抒具有這兩 f 固性質， 

常我們現在來硏究二元函數 ym , 我們也希望來遒出一 
個贤有 類似性質的最。假定我們考盧一個給定的點 P (.^ y ) 以及 彳1 '何 
某他一點 P ' yo :- r ^, : i/ + Aj/) ::用 P = 李記运兩個點間的 

距離：對應於從點 p 到點 f 的遇稗(改變），我們要來造出一個 a ，使 
它對於兩數 W =/(叫 7) 所起的作用，跟微分興一元函數所起的作用一 
欉 e 因爲在一元函數的情形，函數的微分的形狀是 AAX , 其中』 與 
無關(饵一般說來，當然與 z 有躕），所以我們現在很自然地要求 ja 心 
是改變董 A® 與％的線性紐合，也就是說，是下面這種形狀： 

du = ^ lArs + jBA ^/, ⑴ 

其:中2輿£跟或 Ay 都沒有 M 係（一般說來常然與 A 2有躕 ）. 
适個要求顯然相當於上面所說的微分的第一惘性質。它的第二悃性質 
是：函數的微分與函數的改變贵之港是一個比 B 變最的改變景高級的 
無窮小最，在以前，自變跫的改變 it 是用 iAM 來度量的,現在在二元函 
數的惜形,就應該用尸與尸之間的距離來度因此 
我很自然增栗求:廚於從尸到 P' 的過程，函數 «=/(», 幻的微分如. 
與它的改變® Au = f (_ cc + M 7 y + A ^ l ) ~ f (^ 2/) 相盖一個比户高极的 M 
聘小氣 

如 K 採用下述定義，我們就可以把這兩個要求揉合起來 3 

ism «=/^, y)im p (^ ym » d ». co 亨 

式，其中 j 亭 £ 罕此 ¥ Ay SliMll ,X^P= t.K 卜 A. 沪 40 今 

Au — du = o(p), (2) 

c a ) 式中的加爭函數链點 pp : p >+ a ' 2 /+ a ；^ 畤所 
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得到的改鐽铅。 

常然，從逞悃定 遽我們 不僅+能够立刻钿道係數2與 B 的形式如 
H ，而_^■也 界不 出來對於铪定的函數 »-/(«： y) ? 微分是否存在以及如 
果存在 的詰是沂是唯一的」我們以下就要來弼究違呰問題， 

定理3 . 如來函數《=/0, y) 在 Si y ) 冇微分 U), 則在該點 

• « « ■ • « ■«« * « * • 

rf 了字兮: f^'=||-, 因而有 

7 3-u A , 3u A 

dy hv - 

p^B^. 假定我們給 ® z —個此，而景 y 保持不凝(軔 = 0), 
搀句舍^讓點户在 tte 軸的方向上移動;於是 d« = A ^ x t 從而 
Au = du 4- o ( p ) — A^.x o( i Ao; { ) f 
因爲這時顯然 P=;A^U 由 ft 可見 

_ : m 壬 . dll^A + <}^'il =A + 0(1) 

此 、 

s A«->0 時上式右端的搔限是因而上式左端的極限#在而且也等 
於 A .'. 摘句話説，在而览等於 I完全類似地，可以證明-^存 
在而 H ■等於 3 : ,所定理1就證明了。 

從定理1然可推出微分的唯一性。 

跟一元函數的情形一樣，定理1指出 了從 微分的存在可得出偏 
遵數"II■與 if 的存在。佴是在一元函數的情形逆定理也成立 ： 從導數 
的存;^可以 ft 出微分的存在。所以在郝邀我們旣可以把釦數的可微性 
槪念定譎作遵数的存在，也可以定龚作软分的 存在， 這雨個定義彼此 
是等價的。當然，這就使得我們對二元函數也提出類似的問題：假定 

函数 u ' fd ) 在點 P 的兩個偏辑數■與^■都存在;是 W 由此就 
可以推出在該點的徽分小 （ 也存在呢？不‘預料到遺不一定是可腊的。 
因爲如果說在一元函數的犒形，導數$經能够完全刻劃出函數的.變化 
速庚，那末在我們的新的犄形下，與不過只是在無窮多個可能的 
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方向中的兩個方向上來確定這個變化速度，因而它們對於围數的變 
化愔形的刻割，還 M 能是極端不兒備的。 

不難驗證，在一個 B 知點偏漠數的存在，一般說來，還不能確定钽 
分的#在。例如，我們來考慮函数 ^=y(®, y ) = vW \ .fresco, o)^ 
近的情形。因爲在 ox 軸與 or 軸上 M 處處爲累:，所以在點（0, 0) 有 
^ =0： 如果在該點函數奶有微分，則根據定理1對於 C 意的 

Ay 與勿， 我們都應該有 -. 

du = Q ^ 

於是极擻⑻應有佴是如果我們取 a ^= a 2 /> o , 則我 例有： 
p = |/As; s 4- A'〆 = As: ;/ 2 , Au=/( As;, A ： r) —/( 0, 0 ) = As, 

而當 a^o m , 改變置加與 P 是间敍的無窮小景。因而我們持到了 
一调淨盾，這就證明了儘管兩個偏遵數都存在，但函數 w 在點(0, 0) 却 
沒有微分。 

所以，一般說來，在二元函數的情形，保證在一個已知點微分存在 
的條#耍比偏導數存驻的條件强一些。不過，話又說间來,這柯偏遵數 
#在而微分不存在的情形，無論如何，是比較不常見的 1; 這可以從下面 
的定理2裔出來,虧得這個定理，我們遐實際上碰到的絕大多數情形， 
才有了斷定它的微分存:在的把捷 c 

定理 2 ‘ 却平年 — 幻巧偏學數$與驾-存年 

' * * y ' ’ 

當然，函數__ 與 $在黏 o , y ) 的連綴性，是以它們在該點的隣域 
内（在以(％幻爲中心充各小年徑的圆內)存在爲前提的，因爲 丙別运 雨、 
悃函數在點^ y ) 的連鑕性钛沒有意蕤 - j ' 

—. 令 P W 函 '+ 碎 , 如 =|^As+ 篆如，我們應當證明 ^ 

P ^ i ) Wtf 

Au — du = o ( p ) t 




i 2?. 




我們有 

Azi=/(s + Ar . y + Ay )- f (< s , y ') = 

=/{ffl+Aa, 汉 +Ay)—/O, y + Aj /) + f { x,y + & y ) ~/(：.：, y ) . (3) 

這個等式的右端是南個差之和^我捫先考虚館一個盖。 逼個差 的兩項 
中的第二個變量都有 同一® 値 y +& y , 因此我們可以把這個遂宥作一 
個只以《爲變量的一元函敫的改變量，它樹應於自變量的改變跫 As ， 
如果 I 與1;都充分小，則 ® 個函數在區間化， W Az) 的毎一個點都 
有導數，這個導數不是別的，就是函數^閫於^的偏導數，它 在點㈨ 2/) 
的一個充分小的鄉域内#在是我們預先假定了的。因此我們可以對它 
應用有限_量定理 (§ 36)，因而可以寫成： ' 

/(s-hAs, y + ㈣') -j{x,y+Xy) =/i(s+ 汉十 A ； /)Ak : 

其中 < i < 6 i < l B 對於等式 (3) 右邊的第二個差我們完全類似地可以得 
到 

/ 0 , 3 /+妙） -/(«, y ) =/；(*, 2 /+^ y )%, 

其中0<如<1。因此等式 (3) 钛成爲： 

Au^f^x + e^&c:, y+Ay)&x+f^z r y + 02&y)A r i/ t 

從而 

Aw - cfe = [ / : O 十的 Ak , 汉 + A^/ ) -/: ( ； 5, y )]4s -f 

+ [/i<X y + e ^ y ) —ftd -y)] 时， 

又因爲顯然有 

[^\< p , \^ y \< n , 

所以 

<1 / 办+_=，計勿）-/办， 20 卜 

+ \Ji(.^V J r&^V')~fv(^ V)\ • 

因爲函數 /U %幻與/; O , y ) 在點(％幻連續，所以當 fl — o 昉 ，上式忘 
端的兩項都趨向於落 n 因而我們有： , 






或者，另外一個寫法: 


-■ Au — diif ^ 

1ITT1 —- — = C 

^0 P 

Aw = <ii6 十 o〔/>) * 


這也就證明了 dv .^ 的確是函數^在點化幻的微分。 

我們再提出以 下“ 附註。在特別情形，如果我們有 


w =/0,2/)=® ‘ 


則 


因而 


du 3?；. 

~3 y 


da = dx= A^. 


0, 


同欉考菡函數《=沁我們可以知道因助，在這裏，跟我們以 
前的情形完全一樣，對於自變量來說，改變量與微分完全是一闽事^因 
此，如果函數《的微分存在，則我們可以把它寫成： 


du = —— 必 + 


3 tt 

"Sy 


dy . 


由於在二元函數的情形，一般說來，微分的存在茈不等價於偏禮數 
的存在，因此，很自然地會提出如下的問題：究覚在那一個條件下我們 
說二元函數在一個已知點“可微”才分理呢？在某種程度上，這個問題 
的回答 B 綷在我捫迄今所知道的一切中有了暗示。我們知道，微分給 
我們刻劃出函數在 已知點 沿任何方向改_時的變化狀逋，而偏溥擻却 
R 吿訴我們常該點在兩個完全確定了的(相互垂 S 的)方向上改變時6勺 
情形(特別來說，只要坐標軸圍繞已知點來一涸簡單的旋轉，偏®®的 
存在性顯然就可能消 失掉乂 闶此，爲了符合於事货起見，很自然地，我 
們應該說函數/(%幻只有在▼亏守夺的那些點才是而恒谟 
數存在則是不够的。這欉來定4奇“的合理性璐一以後，特 
別在下一節 （§ 91〕中，被證明爲無可韻:遨。 
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微分的槪念以及它 的一妨 性質，可以不經任 M 主要的改變就類推 
到三個或三個以上變枭的情形。例如芘函數的情形，我 
捫定義它往點0, ％ 0的微分是一個如 下形 狀的表達式： 
du = AAa; + B^y^- OA^ ; 

苏中 A Ji 與 G 不嵌賴於此 .Ay 輿私 而且滿足 條件： H < p 、 
(p=K^ + A^ + A^0) o 跟上面一欉，我們不難證明當微分存在 
時，一定有2 =3^ - 特別是可以得到= △», = 

= Ay , dz ^ Az . 因而有 


du = -^- ds + dy + , 

在點 （S 有微分的函數 w 稱爲在該 K 是 y c 函數《在 K 

( s , V , s ) 的偏導數存在還不能保證它在該點的可^^性1。佴是，假如在點 
2/, 0的三個偏導數都^_，則函數 a 在該點就可微了。 
s 90 的練習，讀若可以 " We . n . 捷米多維奇的習題集，第六章，習 
題 96 a , 97 a , 104中找到。 


91. 沿任何方向的導數 


我們已經不止一次地提到過：二元函數的偏導數只吿訴了我們它 
&坐標軸方向的變化速声。這雨個方向，一般說來，在所有可能的淇 
迪方向中並沒有什麼特^的地方。因此我刺現在有必要來考慮函數 
«=/(>, 20當點 <X 2/) 在任何方向上變動 
時的變化速度問題。 

過點 P(s, y ) 引一條半赶線與 OX 軸 
的正方向做成一*個任意的角度 9*( 圖 54), 
我們把注意從點 P {^ y ) 轉移到該竿直線 
上的任意一點 P f O+As，2/+ 郎)去。點 P 
與 p 間的距離 P 顯然等於 v ^~+ w ^ 




馆 K 篇 第二十二章多元函数的 S 分法 4 JB 

把函數在從點 P 到■^的過程中的改變量加 + 

除以這兩點間的距離 P ， 我們就得到一悃景，它自然可以宥作是函數在 
道個過程中變化的平均速度 Q 如果當 pm 時运個毕均速度趨向於某 
一個極限，則這個極限自然可以酒作是函數在該點沿我們所引的半直 
線的方向（以後爲7簡單起見我們就說是在 “方向 9”) 的(局部)變化速 
度。這個極限，如果存在的話，我們耦之爲函數《=/0，幻在已知點 
_並丑用或 dj (^ 20 來記它(在這種記法有 
必要的’時.候.)。 mk ,' 

nj{x, y)=u m r 

p—>0 ^ 

其中 v/_@ 不如 3 ,又心與 Ay 必霜這樣 變化: 要永遠使得點 (a:+A S , 
V + A2/) 是在我們所引的方向屮的半直線上(爲此，顯然必須而且僅須 

=| =碏沪永遠成立)。很明顯，偏導數_.是认衫與 — i ^ W 當它們彼 
此相等時的公共値。同樣■是 ■ Dyif 輿 - 當它們彼此相等時的 
忍典値 。 

現在我們假定函數在點 (a y ) 是可微的，換句話說，有 
微分雜，我們知道它一定等於 

並且在從點 P 到點的過程中 

Au. 二 / 々 +△;&， y 女么 y)y) ^du-^-o(p). 

於货我們得到 

Au _ 3 iv Aiu d-u Ay ^ 0 (/ 3 ) 

P 2s? p dy p p 

因爲加二 = 參宥圖岛)，上式也就是 

—-=-?-^-coi fp -J r ——+ -* 

0 dc : dy f > 

这點 p ' 沿方向 P 無限逼近 點户時 ，也就是說，當 P ^ O 時，上式右 
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端的前兩項保持不變，而第三項趨向於零。因此我們得到： 

-D»M = ]im-^. = -^-eo3? > + sin <p . 

P 3a; 3 发 

這樓一來，我們鱿證明了下面的定理1,食顯然着童指出了我們採 
用的二元函數的可微性定裝是十分合理的。 

定理 1. 如果函數狀=/0，幻在點尸是可微的， M 它在該點有沿 

. 

D r n= -^― ccrafPH- ^-siu <p . 

3 x 3 y 

道樣我們就看到了，對於可微函数來說，只要知道了偏導數(也就 
是沿兩涸相互垂直的方向的遨數 ）, 就可以不用茌何計算 直接寫 出沿任 
何方向的導敦來。 

因爲當一個已知方向轉慶成正好相反的方向時 （: 卽從 P 轉變到 
<?> + «), coi P 輿 sin 沪都■一個符號，所以衡於任何方向 P 我們都有： 
D r +t ( m ) = — 

換句話說，沿兩個彼此正好相反的方向的導數，絕對値相等而符躭相 
反。對於沿坐標軸方向的導數來說，我們 a 經在前面知道了這一點。 

現在我們來對三元函數考慮類似的問題。通遇點 
p (^. y , 幻引一條宇直線舆坐標軸的正方向分別做成负％々與I &這 
條竿13：線上任耿一點 P '{^+^> y +^ y , S+&)。 我們把點與，間 
的距離記怍 

p = 1/ As 3 + At / 2 + A 3 s . 

顯然，我怖 

is = p cos a, £^y = p eoa 0, As = p eoa y, 

現在假定函數 《 在點 (A % 幻是可微的，於是當 P— 0 時 
Am =f(x+&^, y+ Ay.^ + Az) —/( % y, s)= 

=-?£- p cos a ^ p eos j3-h -^-p eo3 K + o(/a). 



第二十 二萆.多 7 飞 函數的#分法 
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如果我們讓點，沿上述半 K 線無限制地逼近點私則我們有 P - H )， 而 
同時角度 A #與 X 則保持 不變。因此我 們得到 


lim 

夕一 >D 


A a _ 3 / 

P 3 « 


cos a + 


备 0 




aos y . 


——這個極也跟二 元函數 的情形一檄，顯然刻劃出函馼《，常點尸 
在所取的（卽由角度《,芦與 p 決定的）方向上移動時，在點 P^, y〆) 
的局部羧化速度。因此我們鼠裏也钯這個極限稱爲函數《在給 定的方 
向上的導數，記作 Du； 所以，印乎辱亭《= /(：=, y, fltj 

它在該點有沿何方向（《， A 〆 )仇，故 JR . . 

Ih.(= |^-C03 tt+^-eo3yS+ ^cosK. ⑴ 

§ 91 的練習 _fff 以遨看捷米多維奇的習題集,第六章，習題198, 19心 
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§ 92. 複合函數興隱函數的摄分法 

我們現在要考應兩個問題，镇兩個問題中談到的只是一元函敦的 
普通微分法，不過，在以前我捫還不能硏究這些間題，因爲它們的解決 
需要多元囷數微分法的知識。 

1 . 假定《 =/( % y ) 是％ 2/兩個變最的敦，佴是這兩偭變量都不 
是自變量，而是同一個新的變景*的兩數 ： s = < P ( i )， 汉=0⑴。於是 

是 i 的一個钹合函數。 我 捫的間題是：巳經知道了偏導數 I 與 g ■以 
及導數 fi ) 與 H 口申⑴ ， 要來求® M 閫於自變置 f 的 I 激 

這盛，榑數|$， 9>< ^ 的亦在都览我們間題的假設 ，只 

有導數的存在 i 應證明的。關於函馼/(^, V )我們假定它在點 
y : at ) 不僅有偏遵數衙且有微 5 K 
對0於量£的一個改變盘驮量=與 V 分別有改璲贵~與 邮而 
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As ， Ay 义引起的一個改變量 Am 。 令 p = 於是，如我 

捫所知， 

Au~du+o(p) = ^ Ax+ -^- A^+ ap, . 

其中由此我們有： 

hv, 3 u &x 3 u Ay 1 // Air \ 2 / Ay \ 3 , 、 

I + 坪 -Af ±«}(- A-fj + ( At j - ⑴ 

現在讓 A (- >0 o 於是 As-^O, A3f->0 (因爲 2 與 y 是可微的，從而是連續 
的)。從而0,也就說明 a~>0。 佴另一方面，因爲赏 M->0 時導數 
S 與每是固定的而比式豈與 i ? 分別有極限妁 f) 與 =佩 
所 la 關备式 (1) 的右端當 Ai-^o 時有極限値 
3^ dx , 3 u dy 
3 s di 3 y dt 

這就證明了 #=lim ^ 存在，並且 
0/1 Af ->0 ai 

du 9u dz , du dv / 、 

dt dx dt 'dy dt ^ J 

這個簡單的公式顯然完全解答了我們所提出的問題。 - 

傾得特別注意的 ； 是時常會碰到的2：=央⑴的情形，也就是新 

變最 （ 與舊變量之一相合的情形。這說明我們所給定的量《是變董 n; 

槌汉的函數，其中是自變量而 汉 =妒0)是; c 的一個已知函數，卽 

u=j{_x, 扒 a)]。 &公式 （2) 中令 dt^dx , 我們就得到 

^ i^^L + 1} 1 (s) 

2 x ^ dy dx K J 

上式的左右雨端的第一項都是函數 uM 於自變墨^的導數。然 而這兩 

個導戥並不一樣，因爲它們是在不同的假設下求出來的。 1^- 是《關 

於忠的 f 亭率，換句話說，是在不變的情形下計 Sm 來的。 

反之 ，#則是《關於$的“全導數，它是在假定了景 y = K ®) 當 f 變 
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化時以完全確定的方式變化着的情形下計算出 來的。 公式 （3) 很淸楚 
地指出了，*於偏導數與全導數要使用不同的記號是完全必要 的。 

列. u-- ， l ， 

2 v , __ _V 3^ _ 1 , dy _ x _ x , 

友一一_ 〆 ， sj / ^ ^ ? u = 一 i > 了 = —牙， 


裉據公式 u ) 我們有 


du 



U 5 


■_n 一 _ i= 

S 2 y -' Y ， 


當 w 是任意多個變 ® 的可微函數，而侮一 個變量 又都是 f 的可微 
囷 數時，求導數 I 的問題，可以用完全頻似的方法來解決。例如常 
"=/(> ，女，0, M ^= p (0 ； y = f ( t .% z = x ( t )， 我們可以 求出： 


du — Dti, dx 
m 忍 


dy du dz — 3 u 

十 dy D + 9s di— dx 


，+晋 仲 ) + 登乂 , ⑷■⑷ 


讀者不雜像證明公式⑴一捿，自己东證明运個開係式(4)。 

到現在爲止，在我們以上所考慮的一切情形中都是以自變 
作爲問題的基礎(這個變蛩我們是用 t 來記的)。佴是在應点‘我們時 
常曾碰到多個自變 S 的情形。例如，假定跟以前一樣，我們還是有 
佴是這一次假定3；與沒都是二元函數： x = < p ( t , s ), 

=亡（#， s) e 


於是 w =/[ 9 >( V )， 0 ] 

也就成爲變最 t 輿《的一個二 X 函數^在這植愦形我們也把《叫做一 
喁 f 今函數。間題基在於已經知道了函數 / O , 幻關於《和3/的偏導 
數函數 晚 幻與關於 gim 的偏導數時,要來求 aw 關於 
i 和《的偏導數。因爲偏微分法與普通的▲分法並沒有什麽分別（在 
某種確定的條件下來進行的話），所以這個問題當然不需要什麼新的考 
M , 它可以用類似於公式 (2) 的躕係式來加以 解決： 

2 u 2 n 9 ts 9 u dy 
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Su 3 u 9?； . 3 u 3?/ 

3s ^ 9it' 9a 9" Srs ’ 

对于中間函数的数 H 或 C { 变贷的数 R 大于 2 的情形，我們也可以得到 
类似的結'果。 

2. 覌在我們米考虑第二个問題。假定給定了任意一个苻雨个变 
量的方程 

一般說来，色可以确定一个或儿斗〔自变 M z 的）函数。例如方 

就确定一个函数 


而方程 

則可以确定兩个函数 

y — + V’l — y = — V^I — :i： s .® 

在很多情形下 肩給定 的方程⑻所确定的函數不可能像我們所举的兩 
个簡單例 -f 那样用*的初等函数来表达。佴不资能不能这样表达， M 要 
在* 的値的某一个范闹內，恒等地滿足方稈( 5 )的甸一个囫数 V 二 
都称为是由这个方程所确定的-學 fc。 我們的間題是要来求迖种隱函 
数的导数 C 

假定 ㈣ ⑻ 是由方程⑷确定的一个際函数。于是对于某一个 
范囵內的 任何％ 我們都苻： 

0 耍这件 革情成立的条件牌在第二十月草觅详 a 地加以研.究。 

© 严楠地就,这二个函数是在限肋 f 給定方碍解的達繽性盗 件下根 到的。滿足給定方 
fJi 的不連敏之函数有 M 穷多个^钬如订:一下列形忒之函数皆是戈的解： 

-df = WvH («飞）， 

^ i 冏的任一数。給定方 m 的 一 」咬解可以丧成形式 m 取 
i/i^^>o s ^义⑷为取姐 1 -^―1的函敬。 


州 —M + 3 汉一 1 二 0 

2^ + 1 
^ 朴3’ 

V + — I = 0 
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Sifii 对于这个范剧內的任何％ mr - 

位 )] =0 

現&假定函数幻与 /(*) 都是可微的。于是公式 (3) 給出 

# 15 _/ 0 )] = 狀+ 3 ?乜. 
dir. 3a ； 3y dx' 

因而就在 上述 范園內，哭于 y =/0)， 我們有 
• ap ' = 

W ^2 ydi~ ih 


由此可見 


^然，要 |^=ol 


dy ^ 

dx 


3 F 

3x 

2F 


( 6 ) 


迖个公式解决了我們所提出的問題 D 不过关于这今解答，我們还 
有必要作如 T 的解釋。最初着来也許会覚得奇强，好樣我們甚至钰不 
会“明 m 地”表达出函数 y 本身(換句話說，从方程㈤解出 a 就茲然已 
經能够求出导數§的“明显”的表达式⑻了。其实要知道所謂从力程 
〔5)解出? J， 是說要逋过 z 用3£种初等公式来表出 l 如果我們对函数 
y 本身不它&做到这一点，而在一切犄形下对它的 导数髮 却可以解决这 


同样的問題的話，那就眞是怪事了。其实公式( 6 )根本沒有对 g 給出 
这样的表 达式。 因汝$与 g 我是作为兩个变景*与汉的函数給 

出的，所以公式 (6) 表出的导数 g 也是 S 兩个变量的函数。因此如果 
我們不能用 * 明显地表出函数!/，那末公式 （6) 也就不可能給出这个函 
数的导数关于 a 的明显表迖式来。 

不过，尽管迖样，由于公式 ( s ) 建立了隱函数的导数与确定迖个隱 
函数的二元函数的偏导数之間的关系，所以它具荷很大的理論价値幷 
.乱有一系猢的重要应用;关于迖一点，我們以下就会談到一挂。 
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例.假定2/由 T 述方程確定爲^ 的隱闽 數： 


我們有： 

因而公式 ( G ) 給出 


F ( o ^ y ) ™ — — 2 —0. 


n ip ^ ip 

7 ； r=y 5 — 阽 'y, -47=5 呼 .t-® 5 , 




dss s(5y f — 2 .^)' 


§92 的練習可以參 SB . tl . 捷米多維奇的翌題集，論六章，習題 
137—139, 223— 22«, 229, 231。 


§ 93. 齊次函數舆尤拉定理 

如所周知，兩個 變量的 多項式 P (^, 2/) 稱爲是 f 是指它的毎 

一項 C 關於《與2/ ) 的指數和都筇於同一個値 I 這時 S 就稱爲這個多 
项式的^例如多項式 . 

⑽ a + b ^ y ^- coyy 3 +办 3 

對於任何係數 A &, t d 都是一個 H 次的齊次多項式。 

如果 - P (^ y ) 是一個*次的齊次多項式，則顯然對於任何 i (也澍 
於 fl + TAy ) 我們郤有 

P ( fs , tj /)= t k P ( x ,^). 

齊次多項式的這一個性賀可以作爲擴充函數齊次性槪念的基礎， 這種: 
擗充是很有用的。一般我們稱一個函數 /(«；, 是一涸 * 
m ，如果它能够怪等地（卽對於任何％ ； m ) 滿足闊係式 

y ). (1) 

跟多項式的情形有所不同，這恶的指數 * 可 B 是任何絜數。不 M 而喻， 
這時 f 所取的値應當使 得炉有 確定的意義。例如常 6 < 0 ; 我們應有 
t 竽 0 ;當& =音，我們應耽*> 0 等等 a 
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例. -~ K ~, Hi 郡是齊次函數,它們的次數分別等於 

• ^■十？/ ■^十3/ 々 \ y - 

1，0 ， —lo 

M 於齊次函數的偏濞數尤泣發現了一個非常簡單，而且應用起來 
非常便利的公式。假定/(^ y ) 是一個 A 次的齊次函數。在 CO 式中， 
如果把量:《與2/都湣作常 ffl , 而把〖湣作變 fi ， M 這個等式的兩端都 
M - t 的函數。於 是我們 可以把恆等式 C 0 關於 f 進行微分。 （1) 式左 
端顯然是 t 的一個苞合函數，空的導數可以根據 S 92公式 （2) 來求： 
o ix ^ u , iy ^ v , 我仔9求得： 

df ( u , = 3/( m ， d ) du 3 f ( ji ， v ) dv ^ 
dt 3 u dt 9« dt 

— 3/( w .， 卜， 3/( w ， d ) 

— 芯 ^3« __H y ' dv ._ 

又 (1) 式右端的導數則等於 V ) a 這樣得到的兩個導數常然對 
任何 A 2/ J 都相等。特別命^ I ,則 v ^ x , v ^ y , 我們就 得到： 

s . 3 ’ (為 岭 + y 3 ’g V ~ 崎 (》， 汉) . 

S 就是尤拉公式。對於任意多元的齊次函數，不難用同榛的方法建立 
起類似的關係式。我們只敍述一下三元函數的情形^ 

函數/0, ％幻稱爲一個&次的齊次函數，只要它能恆等地滿足下 
列闊係式： 

/(蜱 s ). 

對於這種函數,只要 © 可微，就有 

X % + ^ +Z %^ f - 

本節練習可以參看 E . n . 捷米多錐奇的習題集，第六章，習題 &3 C 

§ 94. 高級 埔導數 

蹕數 的偏導數 S 與1^-，跟《 -* 榛，也是變量 ® 與 y 的 
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函數。因仳魁它們叮以黻續施 行關於 t 或2的偏微分運算。阁數=- 
與||關於 * 或:/的偏導徵，的〒寧 ㊉，聲: 。從二 

m 3 d j 中的每一涸出發部可以得到兩個.二辘導數，所以我們一共得到 
四個二被導魃，我們通常把還四個導數紀作： 

(尝卜尝’心二仏 
dy{ 2 i)^i£y^ I， ^ ( ' x - yh 

去(聋) = 35 W “( a D ， 

道四個二級偏導數又都是^與 y 的函數，因而又可以有關於這兩個變 
量的偏 導數，我們祀這些遵數都稱爲函數《的三級偏導數。無谢特別 
解釋，三級導數的記法可以與二級的情形完全 同樣 處理。例如 

表示把函數 m - f ( x , y ) 先關於 v 微分兩次之後；第三次再賵於汉進行 
微分所得到的函数]一般來說，《极導數中的任何一個的一級偏導數 
郤是函數 w 的™十1級偏導馼，並丑苟像我們剛才那榛的相應的記法。 
顯然，二X函數的三敍導擻的個數是八，而一般”級導數的個數等於 
2'*, 在精確的 EI 然科學的數學工具中高級偏導數的用處很廣；恃別在 
數學物理中有許多重要的應用。 

高級偏導數具有一個非常重要的性質，它使得高毹偏導數的總體 
變成非常容易考察，敢且有力地簡化了它們公式中的許多關係。這個 
性質是這樣的： 如杲兩個 同一辍的偏 導數之間 R 有進犴微分的次序不 
，則只要這兩個導數都述續，£們就一定彼跑相等。 

我們先來看看二級導數的情形。函數與 /“( s ^) 都趙 
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從 函數〃 =_/化 W 經過爾次微分错到的。而且遛行 的兩次 微分，都是 
一•次協〗於 f 另一次關於 。 所有的區別僅在於通行微分的次序不一 
様。我 fP ) 來譖明：如果在某一點 （ A ；/) 函數/%與都連鏑， M — 
定有： 

要證明 M 個等式，我捫考慮下列表逹式： 

A =/ (: 此 : y 十 句 /:) -f( ： £+^,y) — /(% : y+Ay) +/(», y). 

對於固定的 w 與 Ay , 令 

/(>. y 七 Ly、—f('a t y) =<P(x), 

顯然我們可似杷 △ 寫成 

A = ^(® + A ®)-9>( s ). (1) 

從函數/的二級導数的存在,可以推出它的一級導欺在點幻的 
某一個鄰域內存在 ， 因此， A 要 Aa : 與 Ay 充分小時，函數 <P(x) 就在區 
間 （ a ^ + 此） 上可微。應用有限_量定理到&式（ I )的右端，我們 
得到： 

A = ? J , ( a ; + ^ 1 As ) iK ；, 

其中 0<&i< l, 佴是按照函數屮 O ) 的定義， 

<P'(x) + 2/), 

所以我們得到： 

i = C / i + 8i^> V + a 2/) — / i{^+0A^, ^)^ As :. (2) 

但是， ；《 —方面，爯對上式右端方括號内的差應用有限改變量定 
理，顯然就得到： 

/-(=：+ 0^, ^4- Ai /)~/ i ( s + SiAa ;, y')^f iy (x+ e L Ax,y + 9 s Ay)A^, 
其中 o < 匕因助 M 係式 U ) 就變成了 

A = f" v O + 6^ x 7 if+ &Ay)i^Ay i (3) 

現在我們回到黛 A 原來的表违式:，再用另外一個方法艰處置它„ 


令 



魁带讣 祈簡明教枝 


f{x+As,y) ~f(cs ; ；/ ) = ip(y), 

於是 

△ = ，K 2/+ 勿 . W < ?/)- 
應用有限改變苋定琿卽得 

厶=#(2/ + ^ 知） Ay , 

其中 o < 札<〗。根據函數 fiy ) 的定袭， 

f ( - y ) =fi v ) Sv (®.- y ) > 

於是我們有： 

A = [/;(> 十 As, y + thhi〆) - fi(m ftiA 2 /)]Ay. 

再應用苞限改_景定 Jl ，得到： 

^ =/s + y + e 3 A ； >/)Aa:i^ (0<^4<1), ⑷ 

比較等式 (3) 與 UX 當 AsA ^^ O 時，我們有： 

f ^ ni ^+ Si ^^+ eu ^- y ) =/ LO 十 y + &抑）. 

現在 il 此與卹趨向於薄，但始終保持 As ： ㈣ 相 。因爲根據我們的假 
定 /'“ 與在點 O j ) 诬續，所以取極限的結果览： 

f'“('y')'fh.(^'，fh (o) 

而這就是我們要證明的^ 

現在再來討論一般的情形 u 我們先假定有兩悃间爲 m 級的偏導 
敷，«>2：這雨個偏邁數 R 在钿雨個連接的微分 運算中 有一®順序相 
反，例如 

fC 5 > ii S > 

J jpJE-JB Ji'3 J -fC-U XZiy 

其中只有第二次與第三次微分運算的順序相反，其餘的運算完全一樣。 
顯然根據我們剛才證明的結果(在所要农的連給性條#之下） 可 以推知 
S 兩個導數彼此相$。比如説，在我們的例子中，把分式 (5) 應用到函 
數 / iOs ，^)， 就扮到 

十 V" _ JTt ff 

J z xv 一 J xy x * 

然後再把這個等式的雨端先關於％再關於 y 迤行微分，就彳警到瑋兩個 
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給定的五級導數之問的等式。 

在最一般的犄形,當我們有兩個任 意的打 級導數，彼此之間 P 、 在進 
行微分的順序上有所不同時，顯然我們可以從其中一個逐步交換每兩 
個相連接的微分運算的順序來得到另外的一個。因爲每一次這欉的交 
換都保持導數不變，所以這兩個給定的導數彼此相等^ 

因此，以上證明的迢個命題首先大大地縮減了彼此不同的《敘導 
數的數目，並且使得毎一個运種導數看起來更爲一目了然 D 事實上，如 
果進彳 f 微分的先後順序沒有什麽蹦係，則我們要得到導數都可以 
(譬如說）笼對*微分所需要卷^那锾多次，然後再對 y 來進行微分。 
這欉 一來，函數 U 的 fl 啊一個《級導數都可以表成下列形式： 

其中 A 是 o , I ， 2, • ■ , «諸數之一。這樣，也立刻說明了不同的《級導 
數只有》+ 1個，但原來我們有 V 個這種導數，換句話說，（當《相當大 
時)原來多了許多 0 D 

三元或更多元函數的高級偏導數，可以跟二元情形一樣定義，並且 
可以採用類拟的記法。這時，高 鈒偏遵 數變換微分順序的可性，在相 
應導數連績的條件下還是成立。這個定理可以 1 S ： 接從前面二元的笼理 
推出來，因爲對於任何一個多元函數來說，對它進行微分的順序的任意 
一種_，都可以從一系列交換兩個連接的微分運算的順序來得到，而 
這樣交換的結果(在相應導數速續的假定下)我們 a 經證明是不改璲導 


數的値的。 

關於§ 94的練習可以參蒞 E . n . 捷米多維奇的習題集，锴六萆, 
習題82, 1).3,113,118—120, 162, 164, 166。 


§ 95. 二元函數的戴勞公式 

所有那一切促使我們用戥勞&式來表達一元函數的理由，對於任 
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意多元的函數依然都保持有效。跋一元的情形一欉，無論是爲了理論 
的或實際計算的 H 的，用多項式东近似表達一個已知函數都有很大的 
好處 s 這樣一種表達的可槌性，對於我們新的情呪來說，.所要求的先決 
條件元函数情形是 一 M 的。在那裏,戴勞公式的得东，可以看作是 
從對每一個可微函數都成立的簡單公式 

邡以推廣的結果。對二元的可微函數屮我們有完全類似的公式 
Am =/(s+fo,^+A)-/(2；, ^) = A/i(a ： ,2/) + ^/ ； (a；, 2/) + o(f>), 

其中因此，對我們东說，最基本的間題就在於要設法 
把® f(z + h , y ^ k ) 近似地表作闕於_量 hMk 的多項式，逞贲際 
上是 可以做 到的，只要把第九章中我們用东得出一元函數的戴勞公式 
的那 ® 辦法，在稍加修改得更複雜一些之後,重钹一遍就成了。 

但是，如果我锕不要一切都诞頭開始,而直接來利用一元的戴勞公 
式已經成立的事實，則達到我們預想的目的就還會要簡捷得多 a 我們 
"F® ‘就裸 用這個 瓣法。這個辦法還有另一個好處，那就是它對於任意 
多元的函數都一樣適用。以下我們只是爲了簡單起 M， 才限於討諭二 
元函數的情形 3 我們把値*與 y 以及改變量 A 與 A 通通都看做常量而 
來考慮另一個變量 f (0<(<1 ) 的囷數 

y + kt ). ( l ) 

我們假定函數 /( a ；，2/) 有直到 n 級爲止的偏導數，並 it ■所有這些偏導墩 
&點 O , 的都可微。於是根據§ 92公式 (2), 導數 <( i ) 存在波月.等於 

3$中 兩個偏 導數都是在點㈡十泣， 針狀) 取値的。冉把上述公式:應用 
到函敦乂利用 S 與的結果㈡） 

dxdy ~ 2ydc: ? 



我們不難得出: 
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其中所有的偏導數仍»都在點 (^ + ht ， y 女 Id ) 取値。用同樣的辦法我 
們還可以得到 

旷’⑴=队謀 + ^ + shk 2 £ i ^ + • 

以上這些公式使我們推想到普遍的茲式 

n 

rz=o 

在出現的斧狹偏導數都存在而且可微時也許總是成立的，這裏靳有的 
偏導數都 i 點0丄砧,；/+奶取値。茲式 （ a ) 當 n = i , 2 , 3 時，我例已經 
證明其成立，它的一®;情形是否也锻就可以用歸納法(從 ™ 到《+ 1) 來 
■明這個®明在槪念上是簡單而見明瞭的，佴是要完成它却需耍相 
當繁褪的計算= 

埂在假定公式 (2) 對於某一個《已經成立，並見假定在訟式中出現 
的一切偏導數在點祝)都是可微的。應用 S 92公式 (2) 到函 
數我捫得到 

^ \ h - k 1 = 

v J Ld \ 3ffi ri_ ' +i 3y dz' l ~ r dy t+l ) 

r -0 

= 2c^-^ + 2° rJV '~ rkrn 

r=0 ^=0 

4 +Z ‘ 

注第二個和中我們變換求和的指標，令 r = S - 1 a 於是 
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« H ，1 

2 = 2 c 〜 — lhn+1 一中 


3" +1 / 

9 x ' l ^ s dy s , 


把新的求和指標仍舊記作 n 則 


« + 1 

lr 2。: 

r = l 


- l ^ t .+ l - r/ £ r 


3^1/ 

d ^' l +1 ^ T dy r 


⑶ 


我們還要注意下面的事實：如果對於任何《我們令 

G -^ e ^^ o , 

則在21的表達式與 2： t 的表達式 （ 3) 中，從 r = 0到 r = « +1求和不 
會改變它們的健。因而我俩得到： 


产叩 )= 2 ^+ c ^) h^ kr .^ X ! J dr - 


佴是根據二項式係數的熟知的性質 

O r n ^ G T n - l = G r n+1 (0<^<«+ l)j 

我們立刻得到： 

«+1 


p t(i+l) co= 2 c;+lfr,+1 " /ir s^^dr ] 


而這就表示，公式 (2) 當《換作《 + 1時仍菘成立。因而這個公式的普 
壤成立就澄明了。 

特別說來，這也證明了當函數 /(<=, 汉）具有可微的 s 到《級爲止的 
偏導數時，函數炉 (() 就有《級的導數。由此可見對於 9 ( f ) 我們可以有 
麥克勞林&式： 

p (()= p (0) + (?'(0) + ^"(0) + ■■• 

... + -7 — ^ W"- 1 ) 〔 0 ) + --,9^(ei) r 

0 - 1 )! 

其中我們把餘項寫成了大家在§ 39中已經熟知的拉格朗日的特殊形 
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式^特別讓就有 

炉 U: 1 = 叫0 ) + 炉 ' （0 ) + ^^’’( 0).十一 


(«- 1 )! 


P ° ! - d (0)+^¥ >w ((?), 


其中 o < e < u 但叫0)=/0，汉)，沪 Ci )=/0+ A , y + i )， 而函數卩的 
一系列遵數當 t = 0 時仍然由公式 (2) 表達，不過 M 時 (2) 中的一切偏遵 
數都應在點(叫幻収傾 f s 因 ft ，我們就 得到了 


； \x+h, y + h)^f(x, y) + i^ h^.+ k 每 ) - 


Uh^l+2k-k-^I-_ +^^j- 


2 H 


2 x 2 y 




o—i) 


M 2^ 


k r - 


g^l-rgyr 


r = 0 

其中0<0<1，又一切偏導數(最後一個和滕項)中的除外)都在黠呔 y ) 
取値(因而與無關）。 

以上得到的這個公式完全解決了我們所提出的間題，闶爲它不佴 
給出了量 /( S 十心2/+幻表作關於 fc ， A 的《 — 1次多項式的近似表達式。 
並且不難看出它的餘項 is 是合於我們所要求的形式 0 C〆 '- 1 ) 的= 
= 1/ ftM - T 2 ), 因爲 | A |< P ，| i |< A 從而 

； h''- f k r ] ^Cp n = o(p ,i ~ 1 '} (o^'^n). 

公式 (4) 有一個缺點，那就是它不免有®累赘(雖然它本身的結構 
很淸楚而 . a 易於記愤，但是在外表上究竞比較镇雜 ） s 而且在我們從二 
元函數轉到討論三元或更多元的函數時，這種累贅的程度還會大大地 
增加。因此爲了要把戴勞公式寫成更簡便的形式，我們通常採用一種 





44 ^ 般學分析 m 明欲 a 

方便的符黻 32 法。我們對於任一個自然數？寫 m 衷達式 

{ h k + h § y ) qf - 

如果我們把3看做一個數(而不看作是微分運算的符號 ） ，則极據二項 
式公式把括號中兩項的9次乘方迤開，我們就得到： 

_ 9 -I ^ 

2 % /=2 t,5 … 把 d :%# ， 

- r =0 」 r =0 

換句話說，除去差一個因子 & 而外，我們得到的就是戴勞公式的笛9 
項。如果我們 把上面 的寫法^ 簡寫成 

於是， h 就是一個可以在函數/ J ； 施行而又完全確定了的運算，它的 
内容就是我們剛才詳細寫出來的一钫。利用這樣一種記號，我們就可 
以把戴勞公式篇成 T 列形式： 

- ] 

/ ㈣ /^+幻= 2 ☆卜 4+*)? + 

gf =0 

+ ^( a 4 + k wf f(!S+9h ， y+ek 、 

或名 s 更簡單一些， 

« — 1 * 

f(a:+h,y + k)^ 2 T -i f( x r V) + -J|/(^ + Oh, y + $Ji). 

3=0 

§95 的練皙讀者可以參 _ B . n . 捷米多維奇的暂題集，第六章，習 
題390, 391, 386, 398, 400, 406, 407, 

§ 96.梅値 

多元函數在一個給定的（自變量取値的)區域 J : 的極大値與 ® 小逋 
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的定袭，跟一 函數的愦形是完全一 樣的。 如果函數在給定的區域的某 
一個內點的兩數値不小於(或不大於）谢數在與該點充分接近的任何其 
他點的函數値時，我們就 說道個 內點是兩數的一個跟一 
7 C 的‘睛形一樣，！每數在一個給定的區域上的碰値(最*小値)可 
以在該區城的邊界上逡到，也可以在某一個内點達到，在後一種精形， 
迢個内點自然铣是一個 Fj 部極湿點。當然，對於多元函數來說，搔値的 
識別此一元情肜要複雜一些，因爲甚至於就是一愐最簡單的區域，需耍 
趿局部極値比較的就有全部邊界點上的函馼値，而蚤部邊界點的個數 
珣有無鞯多（在一元的情艰，馬間的邊界一共只宿兩倜點）。因此我們還 
必黹求 m 在所給區域的邊界上函數的最大値或赴小値，換句話說，還槩 
解決:一個輔助的極値 間題。 事實上，在實際問題中常常因爲對這個或 
那個實際對象的考慮， 》 j 以預先認爲已經知道函數是在，比如說,區域 
的內部(而不是在邊界上)取到它的最大値，而這樣一來,就在本質上簡 
化了間題的解答。無論如何，作爲•一侗微分學的問題來說,在這裏 r 刺 
r 怎麽樣來找局部極値點了， 

如果函數友）在點 0 , w 有一個局部極値，則顯然一元函數 

A) 

應常在點有一個局部極値。假定函放 / F ， 在給兒的區域内到 
處都可微。於是，很明顯，在點《的附近函 m 平 ⑷有導數並且導數就 
等於 / i <>， 6〕。從§ 41/我 們鈿 道， ® 就必然有妒⑷=0,也就是說，函 
敎 /(*, y) 的偏導數_在點 y^b 必需等於專:。完全類似的考鹿 
可以證明在該點我們也必然有 g = o D 最後，用同樣的方法我 們不難 
® 明，我們所得到的結果劉■於任意多元的函數也是 S 的 ： Mf 

it J : KT^ j $ 年了爭(序亨爭 

.• • • * 

ittiii - is ，¥定¥函切變量的偏導數都等於專，則我 
們稍該點爲阐數的一個穏定點 c m 公式 a ) 指出，在穩定點 ，强數沿 
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任何方向的導數都等於零。所以 is 定點楚运樣一個點，當該點沿任何 
方向變動時函數的變化最小。這一點，正好說明爲什麼我們要用穩定 
點這個名稱。 

因此，在多元的情形，求極値的問題竹先在於找出函數在給定的區 
域內的一切穩定點。如果我們談到的是 ™ 元陁數，則令话悃函數的V 
個偏遵數都等於零，就得到關於穏定點的坐標的一組“個未知蛰的《 
個方程 s 求這個方程組的解，已經不是微分學的事情了。 

下面，我們假定一切這種穩定點都&經求出來了，我 們要像 在一元 
函數的情形那楱做,一涸一個地來硏究這 些穩定點潘那 些點使給定的 
函數违到極大値或樾小値，那些點兩者都得不到。這樣一個硏究比起 
一元函數的』淸形.要複雜得多，我們在道裏只考廉二元函數的情形作爲 
這個硏究的第一步 a 

假定 P {^ &) 是函數 《=/(>, 幻的一個穩定點，又假定這個困數在 
點 p 有一切的二敍镉導數。除尸點外我們再考慮點 Q ( a + h , 6+吟把 
兩點間的距離記作 P， 卽 

(3=1/ 7 i & +0. 

巖後假定為軋 G 分別代表在 ■? 點的偏導數 
3吁 3^/ 3 2 / 

~3^~ ! ~3 x 2 y , 

极據戴勞公式 （§ 95, U))， 當 p->0 時我們有❶ 


Au=f(a+h, & + A) —/(a, b) = ^{Ah i ^r'2Bhl-\-Gl<?') + o ： j^) , 

如果把向量% C 點尸的“位移”）與^軸的正方向的交角記作 A 則 
顯然有 

h — p cos a, k = p sin a. 


從而 


O 明於 fc , i ； 的一次項筝於年，因爲是钱定14。 



&u=f(a + ?i.b + k)—/(a, b )= 

= ^p 2 (A coa 5 a + 2B eoa a sin a + C sin 2 a) +o 〔 〆）. 

利用 改變是 Am 的道個表逹式，不難知道穩定點 P ( a , &) 的性賀，依 
賴於量 

<P(a) —J co^ 2 a + 2 - £>t03 « ain a +0 ain 2 « 

(■作 “位 移角” 《 的函數）當《從0變到 2* 時的變動狀態 e 例如，假 
定^(«)>0(0<«<2^) 0 因爲 < P [ a )^ U 的連 ® 函數，它在區間 (0, 2 rf ) 
上一定達到一個最小値 h 又根據假定 P 應常是 正的。 於是由於上述 
的 Aw 的表達式，當 P 40 時我們就有： 

AM=P 2 ]-|-p(«)+ ( >a)|. 

又因筠屮 (《)> A < (0<«<2 tO , 所以當 P 充分小時，我們應該有 Aw >0 
(無論《取仆歷値〕。而适就表冶，函數 y ) 在點:>, &) 有 一個學 
/|、_。用完全同樣的方法我們可以證明當 P («)<0 時,“ 

k ^- t { x , y ) 在點(>，&：)有一谰 學字辱 。栽後，如果炉 ㈤ 在區間 ( 0加：) 
上旣取正値又収負値，則不妨假 ik ^)> o , p (« 2 )< o D 如果我們對 
於凼定的《讓 P 趨向於塔，則當 P 充分小時，對於《 = 奶我們 顯然有 
如>0,而對於 a = 内則有 A «<0。 這就說明，函數 «=/(«, 幻在穩定點 
(«, W 旣沒有極大又沒有極小。因此，量 9( a ) 枉 0<«<2 tc 時的符胧， 
凿於硏究一個已知穩定點的性質，具有決定一切的意袭。 

大家都知道，在硏究像外《)這樣的“二次三項式”的符號時， “判別 
式 = 识起着決定性的作用 D 因而，我們應該分成三種情形來 

考慮。 

1. ^ AG ~ B ^>0 a 我們有恆等式 

A*P{a) = (A co3 a + i? sin a) 2 + A sm a a- ⑴ 

因瀉在這 個情形 顯然有 」4 0 , 所以上式右端笛一項只有當 
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ctg«= - j 時才等於卷，而第二項祗有當 Sin a = 0 時才等於薄 。 由於 
适兩個 條件是不能间時成立的(當 shi a = 0時，角《 沒有餘切 ），所以對 
於仟何《都有 ( 《 ) >0。 如果』 >0,則 K a ) 也大於零，闶而豳數《 
在點尸有一涸局部極小。反之，茌2<0時則我們有奶>)<0因而在 
點 P 函數《有一個姑部極大。所以，在 A>0 的惜形點 J* 永逄是函數 w 
的局部極値點，至於究竟是磕大還是極小 M 可以根擄畳」的符陡來石崔 
定3 

2. A = ^C-^<0, 我們先假定适粜 Z 关0。從關係式 U) 可知， 
當 a = 0 時(⑴式右端第一項是正的，笛二項等於薄)我們有抑 W>0。 
反之，當 

' . S 

etga = —-j 

時，則我巧有抑(《)<0 時⑴式右端第一項是零，第二項是負的 X 
所以對於不同的《可以有不同的符號，因而函數 w 在點 P 不可能 
有局部極僦。 

在3 = 0的 | 淸形我們有同樣的結果^道時 

< P ( a ) ~ S 2 -H cos a ain a + C sin 2 a = sin a { 2 B uos a +6 J am «), (2) 

at 中召关0,因爲否則我們將有 △=o 了。如滟《是一個充分小的正的 
角，則顯然 

| G I sin «<；2 I SI cos a , 

於是括號 （2B eos^ + Csina) 的符號興它的第一項的符號一致，因而 
當把 o 換作 - 《 時符號不鏡。 佴是因爲 sin «的符號隨著《的符號的 
改變而改凝，所以從關係式（幻可以知遒， n«) 與少（-以有相反的 
符龀而函數《在點 P 仍舊不 能有； (5部極値。因此在 A<0 的愦形，在點 
尸沒有局部極胡 L 

•H. A ^ JC - B ^ O ^ 道時 , 一般說來，從戴勞公式的第二级的項的 
硏究，還不戒1•'最後的結論„當阁數在點户具有三龈的偏導數時，問 
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題可以歸結到戴勞公式下一項的硏究。不遇在這裏，我們不能涉及這 
些問題了。 
m . 函數 

%^. x 2 — xy -^ y 2 — 2 x-\-y 

有唯一的 稔定點 "=0,這是從方程紐 

^2^—y — 2 = 0, ^― = — a ； H-2^+ 1^0 
M dy 

解出來的。在這裏我們有 

^1=2,万=—1， 0 = 2* 

從而 — 及 = 3。因爲』>0,所以3有唯一的搔値，在點 （1,0) 有 
一個極小値 D 

§⑽的練習可以參看 B . II . 捷米多維侖的習題集，第六章，習題 
t20 ? 429j 430 } 435, 487, 488 0 



第二十三章微分學的筒單幾何應用 


§ 97. 平面曲嫌的切線方程與法棣方程 

把導數作爲原來菡數所代表的曲線在一個給定點的切線钭率的幾 
何解釋，提供了利用微分學來解決一系列幾何問題的可能性。假定我 
們現在要想對於作爲可微函數汉 =/(») 的阖形的曲線，在橫坐標爲 a 
的點引它的切線(圖 55 )。在解祈幾何中我們知道：通過坐檩爲 （ M) 
的點的直線方程可以寫成 

y-b^k(x-a) 7 

其中 & 是直線的斜率。在我婀剛才所說的情形， 
有⑷ , A =/'(«); 所以曲線在橫 
坐標爲 a 的點的切線方程就是 

通過切點並丑與切 線垂® 的商:線，稍爲曲 
線在該切點廑的由於兩條互相垂商的 g 線的斜率 A 與滿足 
M' = — 1，所以曲^; =/($) 在橫坐標爲《的點的法線斜率等於 — ： - 
(在 .r((0^o 的條件下〕。因而法線的方程就是 



7>) 


y -/(£(,)= - —— ( K - ffl ), 


或卽 


在解析幾何中大家都知道：在很多情形下,曲線的“參變 " 表示法 
常常是更方 便的。 所謂曲線的參變表示法，就是用兩個方程 
a ：= 9 , C 0 ； = *^(0 

來表示曲線，對於參變*” f 在某俏區間上的每一個確宠的値，都對應 
有給定的曲線上的一個確定的點(>>汉)。我們知逍，在這種點，曲綠的 

( J -1 S ；' 
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切線 斜率應 該等於 




我們也知道 (§ 33)，當 m (從而 y 也一樣)是某個新變量*的阖數時（我 
們現在的情形,就正是道棲)通過微分來表逡的遺個導數的表達式仍然 
是對的。由於 f 是自變我們有： 

dy _ 


佴是因爲^=声(*)， 誓=彻 ，所以 


dt 

dt 


y 


'W(ty 


如果我們要.寫出曲線在對應於邊變 量的個 ^ 的點的切線方程，則我們 
應該考廉到這個點的钜標實際 上等於 v - fW , 又切線斜率 
等於 〆= f ( O /^ CO ； 因此切線方程是 

2/ —州:;—史 


或者寫成更方便的對稱形式，是 


>v^ )= VSr' 


⑴ 


因爲在這種情形，法線斜率等於 


所以法線方程就是 


- 抑）’ 




或卽 


y-KO= 




(2) 



4 r .'.' 




如果曲線是用極坐楞方辟給出的： 

而我們要想得到在 以队 ， A =/〔心）爲坐樱的點的切線方程, M 我們可 
以把這個問題化成我們剛才 W 論過的情形，只要注意到曲綠上的點的 
笛卡爾坐標與極笙襟之間的一般聯繫是 

$ = 6 t 2 / = r sin $ , 

我們就可以得到： 

k =/(&) COS &, y = f { d ) sm e , ( 3 ) 

方转（3〕?无是給定的曲線的參變方程，其中 0 是參變量。我們有： 

=/'( 61 )cos p ~/( <y )sill s sin 0 +f (fl)c03 &. 

根據 U ) ，在點 # = 心的切線方程 ( 在笛卡爾坐標系統下 ) 就是 

y -/( g 0 ) sin e 0 = a ； — /(6 V ) ⑽如_ 

_f (y 0 )9in 6P 0 +/(^o)™3 e t ~ f(ff a )co3 0 O -J ( ^, )ain 如 ’ 

寫成極坐標形式，就是 

<r sin P —Oa = _^ co.3 (f—f(^ 0 '')ao3 e<i 
J'( ^u)iin yo+Zt^o)^ ff a ~JX~9 l> )co3 (f 0 -/(^ 0 )sm 

或者令/(札）〜 / wx 卽 

r sin $ — r 。ain 9c 一 矿 co^ 泛一 cas^ 
ain 0 o +^o co3 T f 0 co^ —sin 8 0 r 

§97 的練習可以參 S B . n . 捷米多維奇的習題集，第二章，習題 
119—121, 124, 126,141 ; 1 致 


§ 98. 空間曲線的切線與法面 


空問曲線的切綠的幾何定義，與我們採用的平面曲線的切線定義 
毫無區別。要想在給定的曲線上的某一點及處引切線，我們在曲線上 
接近见的地方 K 取一點 W ，引通遇 H 阐點的直線(割線允如果當點況 
沿道條曲線無限瘅近點 W 時，上述割線趨向於- ‘隅極限位置，則适個拯 
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限直線就稱爲給定的曲跺在點财的切線 e 如果給定的空間曲線的方程 
是麵形式： 

y =* KO , s =^(0* 

則我們的問題显要找迢個曲線在對應於參變量〗的値的點（也就是 
以 a = 巩 =#0，s u =x(4) 爲坐®的點）處的切線方程。爲此， 
我們給邊»® i —個改缝 ffiA#， 然後從給定的點 〔a^y a ，s。) 榑而考慮點 

iTu + = 9^(,0 十 AO ， Vo 十 Ay =央（艺0 + At ) ，〜十 As = X((o + At ) * 

通遇笵兩點(給定的點與轉而考慮的點)聯一條直線〔割線 ） ，按照 
解析馘 H 的法則，這條割線的方程是 


或者等價地，是 


S —So = y—Hn = S — E & 
Aa; Ay ~As~ 


s j = y - v ^ = no . 

As; Ay As 
'AT ~ aT ""AT 


⑴ 


如炤我們現在讓趨於零，並且假定當時， 函數例 ：0, 4⑴，奧 
以0都有異於零的導數(這:些導數依次' 記作砵 ㈤ 輿4 ), 則方程杻 (0 
當我們取極限時就成爲： 


? 二苎。二 y — y 》 二 $ — k o_ 
yl , — ..飞「’ 


( 2 ) 


或卽 

g —*P(^o) ^ f^'e) 一 Z—X{tg) m 

w_ l' 仄 )— ~t(t~)-- 
方稃紐 (2) 或 (3), 完全類似於 § 97 中的方程( I )，顯然解決了盎間 
曲線的切銶的分析表達問題。 

我們用《， A 與 X 分別代表給定的曲線在點(％糾 S 。) 的切線與三 
個坐標軸的正方向之間的夾角沒是按照解析幾何的法則，我們就有： 

^(. h ) „ fV a ) 

v^\t v ) ++ f 〆〆 卞 0 )+ n)+x'%y 
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CO'i 


_ r ( to ) _ 

〆 + +^'KW 


特別惝形，如果給定的曲線的方程是 

y = j /(«), ( 4 ) 

則在點(％ av 的切線方程就是、 


因而我們有: 


X — X-Q- 


y '{^) s '(^ d ) 


i _ 汉 ’ （吻） 

咖 咖卜 〆 T + yL ，-， 


t . g ' Oo ) 

c0 v / W ， ( J )+"^:5 0 ). 

根號前面符號的選擇依賴於切線選取這個或那個方向 3 

通過空問曲線的一個點並且與在适一■點的切線垂直的平面稱爲給 
定的曲線在 K 點的 iff 。在空間曲線的理論中，法面起着重要的作用， 
芷如在年面曲線的—中， 法線佔 有重要的地位—樣。按照通常的解 
析幾何的法則，知道了曲線在一點的切線方稃 U ) 或 (3) ，我們就可以立 
釗寫出曲線在該點的法面方程： 

s;(a?-af 0 ) + 汉；（汉 一 2^)+%(s-s 0 )=o ， 

或卽 

¥/(( 0 j[>-<p(( 0 )] + ^ , (f 0 ) [: j/~0(i o )] + ^ , ( f o)[ s -^C^)3 = O. 
很明顯，道個方程跟§ 97中平面曲線的法線方程 (2) 完全類似。 
在特別情形，當給定的曲線由力程⑷表達時，在點（％, 3/“。）的 
法茴方程就是 

a :- s 0 + 2/’(> 0 )( y - y 0 )+ s r ( fl； u )O — %) =0. 

§98的練習可以參吞 B . 11. 捷米多維奇的習题集，第二章，習題 

341,342,344, 346, 
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§ 99. 曲面的切面與法綠 

現在我們來考虚:空間中的曲面,假定它的方程是 

l\x, y, s)=0. (1) 

先在曲面上取一個點札假定赀的坐德是常然，我們有 
在曲面上，任意引一條通過點 M 的曲線；假定這條 
曲線的參變方程是 


* = p ( 0 ■ y ^ ^(0 j 2 = ( 2 ) 

因爲整個曲線 (2) 都在曲面⑴上，所以我們必然有悔等式(換句話說， 
對於參變量 t 的某個區間上的一•切傚 O 

fT 9 ( t ), Kt ) t x ( f ) 3 ^ o . (3) 

另一方而，又因爲曲線 (2) 通過點尨(％,約,〜)，所以對於參變量4的 
某個値4,我們又應該有： 

So = 9 , Cio ),2 /o = ^(^) J 2 t > = ^(^). 

爲了得到進一歩的結果，我們還有必要假定函數在點 
M (( s a , y 0 > e 0 ) 是可微的 0 在铕二十二章中，我們已經規定過函數《 = 
= f [ x , V , 2) 可微的定義是•.當 p ->0 時 ，有： 


其中 


A^i — du -\- o ( p ) ； 


Am =/($ 十 A ： r, y + A-if, z-\-^z') —/O, y ， 公）， 

du ^ l M + w ^ + f ^ 


對於可微函數，铵合函數的微分法也成立 （§ 92); 換句話說，如裝函數 
« -/(a, y, 幻是可微函數，而 a % 又都是某個新變量 i 的可微函數， 

則 
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dn _df di-j ^ dj dy , df dz 
di 2x dl 1 3^ dt ^2% di' 


回到我惘現在对論的問題，正如我們已經說過的，我們假定囷數 
v , s ) 在(對應於叁變 a 的値的）點 o 。， 抑，％)是可微的< ■齟 
褻利用 （2) 式把％ % S 衷作 t 的函數，，則 F ( X , V , z ) 就鞮戍參瓣最 f 
的了-涸褪合函數，而且 tfl 於 （3) 式，道個函數位等於零。因此也就有 
從而根據公式⑷，就得到 


9F d' 2 ； 9F dy 3.^ d s' ^ 
dis dt 2y dt 3：s dt — ' 


( 6 ) 


有了這個等式，我們現在就可以寫出曲線⑶莊對應於《 = 6的點 


M ( x ,. y 0 , h) 的切線方程了。根據§98中公式 （2), 這種方程可以寫成 


下列形式: 


Sj — gp _ y — "& 一 g — go 

~yl 

因陡，對於切線 _t 的任 M —點畋這三個达値相同，我捫把這個共 
同的比値記作士(當然，對於切線上不同的點， A 的傾也不同）。於是 
s; ^ X ( x - a ： a ), 机 = Hy - yo ) ， s；^A(s-S 0 ). (6) 

n L 1 P ^ P 

另一方面，如果用 AS ， G 依次來記^, -砰, z a ) 

的値，則俊等式 (5) 就給出當 t = t „ 時， 

_42； + %； + 6' s ；=0. 

把這個等式中的 W ，:^與4用 (6) 式代人，再消去;\，我們就得到： 
A { s ! — ar 0 ) + _6(y — ^o)+C(-^~o}~0. (7) 

現在我們來回想一下，叫 ％’s 在這裏是曲線 (2) 在點 Af 的切線上的 
吒意一點的坐標，而為£與 C? 是函數 F 的偏導炫征點 M 的値。如梁在 
方程 (7) 中，我們把 A y，s 看作一般的坐楞， fiij 方程 (7) 就是某一個通 
過點 M 的币面，而 ilia 個毕面只依賴於曲而 ( 0的形式，而完全不依賴 
於在這個曲面上所選取的曲線 C2) 。由於曲線 (2) 的切線上的 1B 何一點 
都滿足方稅(7)，所以整涸切線都在半面 (7) 上。佴是，曲線 (2) 是曲面 




a ) 上通過點 w 的任意一•條肋線。适欉的曲線顯然可以屯無窮多條;然 
而，不管怎麼擐 r 我們已緙看到，一切 M 柯曲線的切線都间在平面 ( 7 ) 
上;這個半面 (: 7)，是曲面 （ 1 )上通過點尨的一切曲線的切線的 :; 負荷者” 
就幾何位置而荇〕，我們把它稱爲曲面 U ) 在點 w 的切面的方 
稗 ( 7 )可以寫成更能衷達其許掩 的形 式， H 要我們把函‘ >在點血的偏 
導數忒£，心依次寫成 

3/-' 3 F 3 F 
3 ^o r 3^' r 

:其中附標0嵚¥這三個偏導數是在點 ® 取値的，於览， 

切面的方程就成爲： 

9i" fl 3J* ' ^ if 1 

3 ^ ( " _ ^ ) + .3 心-价 ) U ， J - So)==0 . 

通過點 w 並 jl 與切 nr 堆度的 k 線稱爲曲面在點从的按照解 
析幾何的法則，法線的方稃 t 在三個偏導數中沒有一個爲條件下） 
可以寫成 


-d o = yh 名 -g o 

dF " 3F 2F * 

3 a ~ f , ~3 yo 3 s : 0 

在待別情形，當 曲面的 方程是 

s=/is;. y) ⑷ 

時，我俏有 Fix , y , S ) ^ z - j (^ y ), 因而切而的方程式:是 

卜—盖 ( s - 

义法 線方程是： 


oX Q 


dj 」 

办0 


如粜用《^與 r 分別來 gli 曲面 ( 8 ) 在點（吻，灿，V)的法線與坐概 
射!的 TH 方向之間的三悃夾角，則极據解析幾何，就有： 



m 
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COS 0 L = 


3/ 


士 y 


■m 


-m 




這褢裉式前面符號的選採依賴於我們所討論的法線選取道個或那個方 
向；當然，不管怎麽樣，這些符號在三個公式中必須取成是一欉的。 

§ 99的練習可以參看 E. II. 捷米多維奇的習題集，第六章，習題 


351, 352, 360—362。 


§ 100. 曲線的凸與凹的方向 

現在我們再回到平面曲線的理論，轉而討論另外一個問題^—關 
於曲線的四舆凹的 問題。 我們假定函數2/=/〔=)在點 .a = a 有二級導 
數。在點《 曲線沒 =/0)的切線方程是 

2/ =/( a )+/ t >)( s _ a ). 

因而，在接近點 a 的一個點 a+h t 切線的縱坐標應該是 
另一方面，曲線在點 a+h 的縱坐標則是 

3/邱=/0+办)； 

爲了要知道這兩條曲線在點《的鄰近究凳誰在上面，我俏来考慮差 

^Kp-^aao ^f(a + h) -/(a) - (o )； 

因爲按照假設广⑷存在，所以道個等式的右端根據戴勞公式可以.寫成 

^ rc «)+ 0 (^>, 
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因而，我們就得到: 


办 p-Z/Ka C = | 厂 （《)+ f >( W ). 

假定 rca .)^ oi 於是治端的第二項當 /^ o 時與第一項比起來是一個 
較高級的無恥小 s ; 因而右端的符譃(從而左端的符號）當 u j 很小時 
與第一項的符就相同，也就是說，與 r («) 的符號相同。如果尸⑷ > o . 
刖在一切充分接近《的點，郡有換句話說，曲線在切線的上 
面（圖 se , U ); 如果/"(«)<0則它們的位散正好反過來（阖 56 , 6)0 

0 0 X 


闽 56 a 

在第一埔精形，我們說曲線 y =/岡在點 a 向下（向 y 軸的負方向） 
rt 或者向上（向2/軸的正:方向）凹； 

在第二種惜形，則正好相反，曲線在點《向上或者向 f【iil mm 
一種說法，從圖 56, a 與 fi 看來，是極 R 然 而丑一 S 了然的。因此,我們 
已經看到 , 二級導數的符號完全決定了曲線的凹與凸方向，就正如一 
級導數的符號完全解決了函數鬪形的上枓與下降一樣。 

現在反過來假定已經知道曲線2/ =/ ㈤ 在點 a 的附近下凸（換 
句話說，曲線位於它的切線之上） 3 加果 /"(«) 存在，則根據前面的 
討論，它不能是 a 的，因爲否則曲線與切線位置就要顛倒過來。所以 
rc ^> o : 在這;裏 r c «)= o 的情形是完全可能的,曲線2/=#在^=0 
就是一個例子。當然，衡於在點《曲綠向上凸的情形，同榛的考慮說 
明，必然有 r ⑷ < o , 而且广⑷ = o 的可能性也间樣不能除外。最後， 
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還有一柯可能，就是在盥《的附近，曲線在點 o 的一邊在切線之上，而 
在另一邊乂在切線之下；我們不止一次地討論過的函數在 s=o 
的附近鱿 E 是适欉 （Uo, 阊2.0。在這褪點，曲線零孕切線，並且改變 
凹凸的方向。道補類型的點通常稱镓 曲線的 k 然，花一個扭 
轉點《,如琨二級導數 /"(a)# 在，則它必然等累^ 

闶此，如果我們僅僅知道广⑷=0，則曲線在點《的附近的凸凹 
的方向還無法知道；這時它可能向上凸,也可能向 r 凸,也可能只是在 
點 a 有一個扭轉點；甚至於還可能是另外的更祓雜的形狀。要想進一 
歩硏究這種情形，那就必黹苒考查戴勞級數中的後面一項，就像我們研 1 
究函數的極値時那樣 (§ 41)。不過，我們這裏不能爯詳 M 這個問 題了。 

§ 100的練習可以參看 B. n. 捷米多雑奇的習題集，第二章，潛題 
348 , 349 , 352 — 354 , 362 0 

§ 101. ，面曲線 的曲孪 

我們一眼就可以宥出來：不同的曲線在不同的部分有舂不同的 W 
曲稗度。圖 57 中的曲線的左邊那一部分幾乎像一條直線,差不多看不 
出它有什麽辦曲；佴是, 相反地 ，它的右邊那一部分却辯曲得很属害 e 
圓周的各個部分的聳曲程度似乎都是一樣的。但是如梁我們畫幾個半 
徑不同的 JBI 用，使它們在某一點有公共的切線(圖 58 ), 則我們又會很 




淸楚地看出：半徑越小的圓周—曲彳导越厲赁^在我們乘汽車或火車作 
旅行時，對於塚曲得很厲害的道路(急轉锝處〕，卽使我們不從齑子上去 
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宥，也能够明顯地威覺到它。 臀曲的 适埒寶際意義迫使我例來對它進 
行科學的計算；我們不僅要 +' 定性地” 學會兌 輓不同的曲 線的膂 曲程度 
(這條曲線蜂得厲害一 呰， 那條又_得不太厲 W , 等等），而且 要“定 M 
地 :: 給出曲線的锋曲程度的蛩的佔計,換句話説，要學會如何來 亭零曲 
線铎曲稃度的在築路的科爭中 ( ttM 類型的 路）， 這樣的的 
態度是完全必 iA —一正如像在物理學與熱工學中，我們不餌够簡單 
地滿足於知遒运個物體比較熱，那悃物趙比較冷，而還必須要學會定量 
地來度 M 不同的物體冷熟的程度(也就是它的溫度) 一樣， 

我們一眼就可以看出來：曲線的膂曲程度輿它的方向凝化的快慢 
是密切地聯繁着的。例如，閫 57 中的曲線在(>，&)段上就幾乎沒有變 
化它的方向 -— 在這一段上不同的點（特別情形如以《輿&爲癀坐標 
的兩點)的切線幾乎是 _ fj . 相平行的；因而這條曲線在 ( a , JO 段上就表現 
出膂曲得很少；但是反過來，在 (A 0段上，這條曲線就哿曲得很厲害， 
因爲在這一段上，它的方向變化很大特別在這一段的兩個端點的 
切線方向就有 S 顯著的不同。因而,這就很明顯了，要想測量曲線在运 
一段或那一段上的膂曲 程度， 我們應該從曲線在适一段上的切線旋轉 
所成的角出發，也就是銳,應該把這一段的起點與終點 J ： 的切線之間的 
夾角作爲由之出發來進行計算的景 0 然而僅僅知道這個角,我們還不能 
就由此確定曲線在已知段上 的録曲稗度。 因爲，比如說有人吿訴你，鐵 
路在某一段上轉過了,這顯然並不能給你關於 這條 鐵路的_曲程度 
的任何槪念。毫無疑問，你會問這一段鐵路有多長。比如說，如果鐵路 
是在兩公里長的一 段上轉 過了 30' 那麽很明顯，适個膂曲程度是微不 
足道的；佴是，如果是在一百公尺長的一段上鱿旋轉了 30' 那當然就 
是够谰害的_曲了。因此，爲 f 測量曲線在給定的一段上的 锌曲程 度， 
就不僅要知道曲線在逗'一 h 的方 h 變化的角％而丑還需要知道 
這一段的甚度 S 。很明鈕，把比筑=，也就是乎^£,巧印聲學 上亨 方印 
mit , 作爲測置曲線? e 給定的一段上的#曲点；南 mm ,' 
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這個比値稱爲曲線在給定的一段上的 f , f D 這樣一個名稱是完全 
合理的，因爲很淸楚,曲線在給定的一 A 糸同部分可以有不同的膂 
曲程度 ，而 半均曲率這個槪念一點也表 這些不 同的轡曲程度，它只 
不過指出在單位提的曲線段上曲線方向的半均變化有多大而已 3 

假如我們要想從适個平均曲率出發來得到在曲線 J : 某一點2的鄰 
近的釋曲稃度的局部性質，則我們就必甭熘§26中，從運動着的物體在 
一段時間內的平均速度出發，得到該物體在某一時剔的瞬時(局蔀的） 
速度那樣來考慮。在曲線上除 乂外苒 任意另取一點假定弧長 
等於 s , 又曲線在點2與忑的切線的交角是％則曲線在弧上的平 
均曲率等於如杲點刀的位骰與4很接近(也就是《很小），則我們 
有理 由認篇 曲線由2到£的辫曲程度還东木及有顯著的變化，因而弧 
AB 的毕均曲率 f 能够相當精確地刻劃出曲線 在點』 的附近的 燁曲程 
度；當8越小，也 8 就是說點_0越逼近點 A 則道個刻劃也就越精確。因 
此，如果 當方- (或卽，當 S - >0) 時，平均曲率 | 趨向於某一涸搔限値 
k , 則很自然地，我們就把 a 個掻限值算作申學〔或者在點 4 的 
附近局部的 } 孕， 

因 ‘典，所謂一條 •給定的曲 .寧年印寧-[： 了号 m 巧哗乎 f 聲孕亨 _零 
i 另一 - Zi ，* 士 

vk . ’ ’ 

/ B • * 以上条山+(*局*部•的)曲率槪念的 

^幾何定義。現在我來指出，微分學的方 
A ! 法使我們還有可能來實際訐算曲線在色的 

A j 任點的曲率。假定函數 ㈤ （其蹰 

■ ! 形就是以上所說的給定的 tniM ) 

o \ T ~' ^^二 M 導數。除點外，我們再考慮曲 

B 59 線上.另一點 《(s + to，y 十蚱 ）（ 脚 59 )。如 

果我們把曲綵在」，刀兩點的切線與 OX 軸的正方向間的夾角分別記 
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作《與 A 則很明顯， 

t^a^f(3；) } tg^=/'0+△£!：)• 

這兩條切線之間的夾角等於％如阖60 
所㊉： 9= ]£3E-^! = |arc tg/ r (^4-ia:) - 
—⑽ tg 尸⑻ U —方而 ，如 果我們把曲 
線相當於 （a，） 區問的這一段的弧長記 
作 ♦)， 其巾 a 是某個 常數， 則弧』万的 
畏度《就等於 

' S = ii (3 十 Ax ) — 

因此，我們得到給定的曲線在弧上的平杓曲率的表達式是： 

^ _ | Hra tg f f (c; + As;) — tire tg/ ; (iy)[ 
s s (^-\-~ Ax ) * 

或莕，分子分母郡用 As 除， 

jtirc t^f(x^-Ax) -are tgf T (m)\ 

- _A"i :- - 二 : 

如见現在我們讓如趨向於落:，則由於假定了 y ' 气 r ' o ) 存在，分子趨 
向於 

I darc_tgj/' | = I 沒二 1 — 

i …— da - i ~ 1 +Y^' 

同時根據§ 52,分母應該有正的極限 

從而我們得到給宛的曲線在點』(>，幻的曲率的表達式 就是： 

K =Hm ― Ld 广， ⑴ 

而运檨就解決了我們的問 

如果給定的曲線的方裎是參變形式： 




<< j 2 


敬學分折簡明奴松 


則 , = d y== ^w 

^ ds 年 '(iy 


y " 


d 

d 「■')"! d !> 

"dx 1^(1) \ ^ ~ 



^0；)^"( t )~ rp " itW ( t ') 

- [: 兩 ： F 


綷過一些簡眾運算之後，就 th 公式 ( 1 ) 得到： 

\' pxm -"( i )~ r p "( tw ( t ')} 

——… c ^( i )+? ，2 ^) r / a "' 


( 2 ) 


直線的分析表逑式是一個線性方程汉= vid + n , 它在任一點都有 
y ，= 0,因此根據公式 ( 1 ) 就荀 K = 0;浼句話說，孕亨亨申宁 f 參乎 0 

對於半徑爲的圓周,用參變方程比較方便： . 

x^r cos t } sin t. 

經過一些簡眾的計算之後，就由公式 (2) 得出 K = |; 捎句話說, 

任何一點的曲率都一欉，都等於宇徑的倒數。 


§ 102. 密觸圓 


假定曲線 y =/(0 在點 a (^, y ) 的曲率 k ■不等零(/在0)。在點乂 
引曲線的法線(圖 ei )， 又在法線上曲線凹的一面取 線段此 ，使此之 
接爲企„如果我們現在以點 r 爲圓心，以 r = 士 爲竿徑盡一個圓周，則 



道個圓周通過點 -4 並且輿曲線在错 
一點有公共的切線(闶爲字樞 cm 往 
曲線的法線上) ： 再者，曲線以=/(的 
與這個圆周顯然在點/有周樣的凹 
A 方向 a 最後，這爾條曲線在點 z 
的曲率 也是一 欉的，因爲圓周的曲 
率等於+，也就是闶此， 


酃61 
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我們可以說：在通過翅2的一切圓周中，以這個圓周在點』的附近與 
給定的曲線的形狀最爲接迓，它們有共同的方向（切線〕，有同樣的曲 
率，並且連网凸的方向都是一致的。 

上述這個圓周稱爲給定的曲線在點2的宇 f 早。它的半徑 

r — 1 _ (1 + 2/' 3 ) 3 ^ 

r ' \ r \ ’ 

mnmmfm , 官的圓心稱爲曲線在點 w 的畔宁宁今、。正如在那些只 
談到®贏:的問題屮，可以拿切線來代替晶4二4,在那些更樓雜 
的，不僅課到曲線的方向，而且也談到曲線凹凸的力向以及它的曲率的 
問題中，我們鱿可以傘曲率圓來代替給定的曲線。在大量的關於曲線 
的鰱何硏究中，曲率圓的價値就在於炖 。 當然，這也就是爲什麼曲璋圓 
又很自然地稱爲曲線在點2的穿[|1(或者通常所謂 f 印|1)的緣故。 

現在我們來求出曲率中心心全標 o，&) 的分析士。在圈61中 
的情形， W \^ y ">^> y>0, »>o, y < b 0 差 a；-a 與 it -汉 乃是線段 
^依次在 OX 與 OF 方向 J； 的投影 s 因此如果我們用？表示在點2的 
切線與03：軸的正方向之間的夾角（卽 tg9» = y),flfl 


/ 1 _ L _ fU *'^ 

x — a — T r4in T 3 — v ,, - 
V 


)^y = r CO i ( p ■- 


( l±vl 

"~ v "~ 


由此得到 


y = y(_i±d 

vi y " 

_J_ = 1 + 2/^ 

V" ! 


…-气 A — 

不難箝明，無論曲線 $ =/( 幻在點4的附近的形狀如何，上述公式總是 


對的 u 

我們還可以從另一個觀點出發來引進密觸圓，其結果可诏更加滿 
意地說明它與切線的相似。我們以前是把切線規定爲通坶點汉） 
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輿曲線上 K 一點+知）的割線，常 M 趨於專（從而卹也 
趨於零)時的極限位蔺的。佴是如果希蓮通過這闸點的不是 E 線，而是 
阓周，則我們就過到一惘困難，卽這褪圓周可以畫出無船多悃。大家都 
知道，垔確定一個圓周，給定兩個點是不够的，必®有該圓周將 ® 通遇 
的(不在一條菹線上的個點 „ 因此,我們在曲線上除點』外，再取兩 
個點 M 與忌，其橫坐標爲 巧與^ 通過 A 氏與及的圓周方程呵 
以寫成 

(a:-a) ! +(y -^) 3 = p s , 

其中半徭 p 與圓心的坐標《,卢可以由道個圓阃必需通遇兑私 與私 
三點的要求來決定 a 如果我們令 

(公一十[: /(» — yS ] 2 — /^=_^(5：) ， 

則顯然這挫要求就是 

jF(s) =Q,F(s; 1 'j—0,F(s; 2 )=0. (1) 

由這三個方程我們就可以確宛出末知數《,/5與化然而，我們以不採 
用兄 一個方法。爲了確盅起見不妨假定於是對 函數巧 3 ), 
我們可以极據 (1) 式分別在區間 O , » i ) 與<>1，上應用羅爾定理 & 毡 
就給出： 

，⑹=扩(心）=0， 

其中根據适個結果，就可以苒在區間〔匕 6) 上 
對阖數， ( A 應用羅爾定理，我們得出： 

^(£)=0, 

其中 S 是&與 &之間的一個點。 

現在讓點纠與為沿曲線無限制地逼近點為換句話說，令 
同時 A — A 很明顒，這時點心,^與5也都趨向於 A 我們通過點总 
軋與&的圓，在這悃過程中,一‘庶在改變它的宇徑輿位骰。對於點私 
與的毎一種位置,我們都可以由方描 （ 1 ) 求出這個圓周的卢輿 P ; 
當然，我們可以實際把這些計算完成，然後再來考察當443；與 
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時；與究览趨向於卄歷德的 極限。 不 過, 我以下不 M 樓做，甜 
是採用另外一稀更簡單的辦法。坷爲 S 於忏 何雨點 A 輿我們都有 
F(x)^0, i^m) = 0, 卩 "( 石 ）= 0. 

又因萁^- >* : 所以對於極限圓我們必然有❹ 

_^(>) = i <'( aO = i ^ i >) = o , 

換句話說，如果我們把®限圓的圓心與 半徑分 別記作 _(» ，幻與 L 又令 
."ar) = y ，則 

F(x) = (q; — a ) 2 + ( 沒 一 b) 2 — r 2 二 Q 
F ! ( x ) 二 2(_。一 a ) + 2 (y —W = 0 
F r , ( c :)^2^2- i / { ^2( v - b ) y f< = 0. 

由最後一個方程立刻得出： 



代入中間一個方程就得到： 

a — x = — ; 

y 

最後，在第一個方程中代入 b - y ^ a - x , 就得到： 

一 d + y ^ f s 

所有這些得到的公式說明：我們所求的極限 圓周實 際上與曲線在 
點2 的曲率圓 重合。 

因此， f | K 或 f 雙得!〕辱孕 f — i 』 

以及 ，學+♦♦心 

• ■ H *101— 102 B . ^捷_米*^¥奇'的習題集中，第 

二章，習題566: 667, 571，572, 575, 570 ; 577 0 

o 這裏痕定 TfO) 在 IS ； 1 ■ 是連 逋的， 對於 Mffliit ■ 荩， 只要广 (4 在 KiS^et 

Pit r 





第二十四章隱函數 

§ 103. 簡單問趣 

在 SS 2 中我們就 E 經遇到過隱函數,現在最好问想一下，我侗在 
那 裏究® 解決了一個付 ® 樣的間題 3 我們當時是從道樣一個假定出發 
的，我們假定函數 /(*) 在某一個區間 （《 彳）上滿足方程 

F{x, 2/)=0, Cl) 

亦卽，假定 

然後在函數 /<>) 在區間0»，40上可微的假定下，我們提出了用函數^ 
關於 ® 與3/的偏導數來衷達 / O ) 的導數的問題，速且求出了 道個表 
達式： 

互 F__ 

3/’= y ’ o ) = -- . 

然而在實際場合，問題常常不是這欉提出的 3 我們往往只知道有 
—瞄囷數 y ); 至於在某一涸區間上滿足方程⑴的函數汉=/〔00, 
則不僅它的可微性或者連續性不知道，甚至淤它的存在也都沒有事先 
加以假定 0 捵句話說，我們主要要說明的間題乃是：&什麽樣的條伴 
下這個函數存在，並且具有這個或那個我們所需要的性質。在用來確 
定新的非初等函欺的备種各樣的方法中，這稗利用方程來“不明顯（隱 
藏)地”確定出囷欺的方法是重要的方法之一 a 用這種方法來確定函數 
所特有的全部規律性，就構成了隱函數的理論。在本章中，我們就要 
討論逞悃理論的初等的一部分。 

我們以上描述的运個問題的提法，還可以大大地加以推廣。代替二 


(43Ti) 



沿二十 k 卓瞇函數 
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Jt 阖數戕們可以假定已經給龙了一個任 J: 多個變 B : 的阐數 
11 )，然後我們就可以提出自方程 
F{^, y, s- ■ ■, v>, v') =0 

來確定某一個變量，比如說％是其餘變最 k, y, E ， -. 的函數的問題 D 
換句話說，我們可以提出這樣一谰問題，是荇有 變量％ 队 h …，《的一 
個《數 

v= /((s,y, k, ..."0 

存在,它在道些變量取値的某一個區域上滿足方程 

_FT>， «/,£, .. .it ， Kw , …, ■».()；] = 0, 

又，如果有道樣一個囷數存在的話，這個函數是杏具有某種我們所希望 
的性質？ 

在 M 函數的一 ^ 理論中，闊於這個問題，還有更廣泛的提法，那钛 
是：不僅給出一個而是給出若干個方程 

jf'iOi, 叱， … ， 4,) = 0 ， 

^2, ■■■. a.-„) = 0, J 

它們 的左踹 依賴於 m 個變量，又 n>m a 我們要想闊於變量％中的 
個及如說，％來 1: 解 ” 這個方脾紐。換句話說，要在卄麽欉的 
條件下，才有變量 +» ， W+2, … A 的 W, 俩函敦 ’ 

— j + ]4 2 t … ’ 1 C «〕 ， 

i^jn — J~ rrt(^'Tn -|lj • ’ • ， 忠 /1) 

存在，便得在變 * .… ，〜取 値的某一涸區域上它們恆等地滿 

足方程組（ 2) ，或者說，對於這個區域上的任何^^ +2 ,都有 

+ ■ ■ 、忠》 ) ， … ， /m(3Jm_|.l ? ’ ■ 、 ®K) ， Zm+l，. ■ ■， = 0 

…，依乂 乂：常辑些兩數 # 在時，我們來好卩究它們的重要性質 





、控錯性 ，邱 微性等等)。 

m 我例把 r 有一调 vy 栉 (: 不管變跫有多少）的問題稱爲 ff 」 間 
題，存若 _t m 方程的問題稱爲了_問題。在本節中我 m 只时論 fil ^- 問 
題； ■ 我們就會^到，遝行跗究士士法跟變 JA 的個邀沒有什麽關係，网 
此；爲 f 避免不必要的累赘，我們 n 詳細討論闆於二元情形的簡簞間 
題。 强於任 总多元的犄形，我們的全部論證视 一欉苕 效。 

两此,以下我們假定給定了一個方程 

F ^-， V ') =0, (3) 

要來找出一涸在 ® 的某個屌間上等地滿足這個方程的函數 ^ = / fc )： 
顯然，运個 M 數的存在與杏以及它的性質如何都完全依賴於所給的函 
數 W 的忭質。我們對函數1所作的假定越多，關於函数 /( W 所 
能得到的結論也就更加確定。 ㈥ 此，我 ffl 提出的問題吋以有各顆 Pf 同 
的提法；在這呰不同的芥 H 提法中，我們現在 P 、 考廒其中的一稗, ——- 
使得鹧函數现論能够有火 S 的應用的那 一 ft 

定理 1. + <-K 

X .1 SS ： . 

^ V^i ) r l' (^ 0 . )$(〖 ■ 

則-」定有酿:-的二,¥擊 y -/ i 3) f U , A ^ o -«< 

<^ i 0 +«)* ± ikm ^ f 亨卓 ，( 3 )r m # ^ mfr ^： 

S - o , 义—一合 _ ii 卓•枣。 .._ . • •. 

i : - * i ^ t ^,/ c . s ) mf ^ i . 

: i i 確定起 ¥, 不妨!-4允;(^,%)>0,」根 It §23 的引埋(适個 
引理對於任意多元的連鍇函數摞成立），一定嗬某個 矩形此 (^ o -«< 
<5：<吻+ «，讥一 / Ky <>+/0 存在 ， mn R ' 的每一個娜:圖肋），我 
們:部有以 r 我們應該特別注意， a 與# 這 m 個數是可 
以遝得东任 s 小的;圯如說，我們現在就可以假定聲個都在及之 F % 






4 胡 






} f>o \ r^o 

ol 


3 ： 爷十從 


T 


Sj ] 6 L 


特別是，我們鱿有： 

/'■ T ；( c ： o ： Z ；')>0 

、 ‘ ih- f 吻 <sh+p.y ， 

而 m 也就是說，在區間 （扒 一 A 
Vo 十丨上 Fi^，y') 是 y 的增函 
數 3 但因爲(叫，汉 0) =0， 所以 

l'\.oior'：h + f3)>0. 


U : 


於是极鹿§ 23 的引埋， 當我們 用充分接近％的任何$來代稃％ m , A - 
等式 u ) 仍然戍立。又闶爲谢面已經説過，《 <以選得汗意小，所以我 
們 有權利 假定不等式 


F{x, ^ + / 3)>0 ( 5 ) 

對於 K 間^ + «)上的任何一點$都成立 s 我們在這個區 K 
上選取並暫時间定任意一個點 h 再令 

■^\=. ■：•/) (^ o -/3<2/< i/a + /3)； 


於娃我們有 ■■ 

?/)>(* (妁, 

KM 阐数 9 iv ) 在 K 間 (:办 — + 扪上遞增。义极據（ 5 )式？\扒― 
— /3 :. <0與 ^{.-Ih +^)>0, 所以在 妁 — 岁與扒+ /3之诹一定可以找到 
噃一 f 构一點浐，使得蚵扩 ） = 0,或211 

^( S , 圹 ）=0 ‘ 

對於展間 △ 上的任意一谰％ r 都是唯一地確定的，所以扩是這個區 
間上^的一個闽數，我們把它記作 / o )。 於是我們已樾證明了： » 
K 間 △ 上任 何一個 A 都#在„•一的一®存 V<,~PHVo +/3 ^.kk 
m , 特別 4 我們存 /〔•％•) 二 

二伽, ., kkV «= s 0 時，我們提出的兩惝要求數脑$二扒都滿足。 

2° i ㈣ /( k ) ft £ jat 0 tt o 




i 70 數座分 析簡明颂糙 

稞在 ® 們來趱明：我們在 K 間 A 上確定的闽數 f (^) 在這個區間 
上還是連續的。假定 A 是區問 A 的任意一個内點，又 s >0 是任意小 
的一個數。令 /( Q ) 「妁，於是 A — 十 A 因爲點(安 ，2/1) 璁 
於矩形#，所以可以找到這様一個矩形咒'（吻 A + V 的— 
妁+幻以 ( Sl ，扔）爲中心胧且整個包含在之内；道裏很明 
顧，我們可以假定"街於妞形，的一切點，我們都有 i r i (^ ； v)>oi 
特別當讲 iO 時，洧 y )>0, 換句話說， r ( x hV ) 在區間 
iyi - u,yi + J ： 是 y 的一個遞增函數。佴因爲所以 

■^'( m , vi — f -0< o , 尸 <> i , 扔十 p )> o . 

再引用 § 23 的引理，我們知道…足有這樣一個區間 Od 心+ s ) 存 
在,對於道個區間上的甸 一個％ 不等式 

yi~^)<o, FCn 丁 /0 >o 

都成立， ii 裏我們顯然還可以假定 s < a 。 闶此，對於區間 (>-8,；^+ s ) 
上的任何 A 都可以找到這 樓一個 數浐 ( t ! i ~ M < ~> J*<ifi + M ), 使得 
巧％ f ) = o 。 闶爲 y 小於 e , 所以#壏於 區間 (/ ym + m 卞 
而， H 爲 ir <= R , 所以區間（汉 厂"， 的 + aO , 從而數 f ,在區間 (> —久 
㉛ + A ) 之內。在 i n 中，我們 a 經證明了在道個區間上 只有一 個數夕= 
=/ ㈤ 滿足方程 吵’ y )= o 。 因此，我們有 y * 從而 

yi — s </0)<^+«， 

是 is 間 （ a — s , 〜+ s ) 上的任何一點 a 因爲 e 可以任意小，而而 
又是區間 △ 上的任 意一點，這就說明，函數 / a ) 在整個區間 △ 上是連 
績的 9 

3°亨譽 / ( a 0 巧宇。 

假定 k 數 △ 上連績，並且 
■ 9(^o) = y<i, ■Fjls ， p(a;)] = 0 (So —a<K<a- 0 + «). 

釦果在區間 A 上， + ^ 則极據1% < P ( aO 與 /(>) 怩 
等。 因此剎 T 來只要 S 明： （ K ^) 在區間 △ 上的値不可能在區間（扒- 
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一 fi ， 之外。假定不然，設舛 Q 就叕這樣一個値，則爲了確定起 
見，不妨假定因爲9(%)=災0 < 价十戸，所以极據函數 
少⑻ 的連續性，可以在 勒與 s 之間就找到近欉的一個點#，使得 
?>(0)=扒+卢。於是 2' K 竹於+扪= 0,這就跟 (5) 中 
第二個不等式矛盾，闽爲點 W 顯然是屬於區問 A 的。 

4° f (^) 

因爲根據,_ F ( x,y ) ’在矩形五上有壤績的,當然在矩形 
&上就更是如此，因而极據§ 90中的定理2,它在這個矩形的任何一 
點择,奶都是可微的，換句話說，在從點⑼， 2/) 轉移到點0十此,2/ +知） 
的過 |1 中，我們有 

LF = F(^+ho:, y+ ^) — F(^,y)^ hx + + o(p ) ， 


其中 V ^ TW \ 在這裏，改變量 Arc 與 Ay 都是任意的。假定點 ■ 
a 與 a;+As : 同屬於區間令 

y =/( X )， ^+ Aj/-/(a + Aa;) I 

於是 Ay=/(E + As )-/(: c ), 

适裏 Ac 仍舊是任意的 3 於是，很明顯， 

/《叫汉 ） = F ( s 十 As , 汉十郎 ） = 0, 


因而，也钪有 
可見 


或卽 


dF 

dx 


^ Az - \ ^- Ay ^- o ( p )-= O i 
H ■把 += 0 0) = H v ^+ A ^ 2 ), 

+if ■尝 = o (〆 1 +iim o ( 1 + 




因爲 i / ~ r - Ta ^ l + j« I (R 要把這個不等式的兩端平方就可以看出來)。 
佴是由此我們钛有： 

O ’ 


2 F , 9 F 

- + dy 


dm 


M - 




Am , 
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其中當 Z 3 — 0時， ^->05 所以 


As 


_d—F- 


3 y 


平 A 


在2。中，我們已經證明了 函数 友=八幻在區間（叫一《， 叫 + «) 上是連 
績的；所以當 As- >0時，我 f 有 AyoO , 當然也就有從而更有 
0。但是當 Aa:->0 時，■^與都固定不變，而且後者不等於零； 
闽此上面所寫的等式铪出~ 


lim 

A *->0 




~~3 F ' 

3 y 


顯然，這就證明 t 定理 I 的全部論斷。這裏得到的 .f IX )的表達式跋 
我們在§ 92中得到的完全一様。 

應當指出，定理1跟大多數闘於蹀函數存在的.定理一樣，具有一 
轉局部的性質：正如定理的前提中只不過說到函數，在點（叫，如）的 
某個鄰域(矩形 A ) 内的性態一樣，定理的結論也 K 論斷了函數/在點 
叫的某個鄰域內的性钗。一般說來， it 兩個鄱域都可以是 ft 意小的。 
定玴1的最自然的椎廣，就是用來確定隱函數的是具有任意”個 


自變量的方程 

-",^2/) = 0 ;6) 
Q P 

的情港 n 如 S 在點 （3=10，吻0,…，叫 hi /。)， 有 F = 0 與3 -9^0, 則在 
點况 0 : u ， 如，…, ％1 。 ） 的某個鄕域内宿唯一的一個連績函數 y — 
® £ , …，％)存在，滿足方程 (6) 並且在點 A T 的値就等於扒；此外， 
道個函數 S 毎一個自 變量還 都有連續的偏導数，並且這些镉導數的表 
達式也不難求出來。全部這些論斷的箝明跟定理 I 的證明完全一樣。 

^ 103的練習可以考 S H . 11. 捷米多維奇的習題集，第六章，習 
題232, 235, 237, 273 0 



?為二 节 I®Sate 


§ 104. —觖 問題 

現在我們來討論一般問題，不過我們只枵慮兩悃方稃的情形。由 
m 個方程的*淸形推到三個方程，然後#巾三個方栉推到四涸方稃.等等, 
並不會產也新的原則上的闲難，只不過爲起來更繁馥累寶就是了。 
假定給定了一個方程組 

s )= o , \ 

A ( W )=0‘ j " u 

(爲了寫起來簡便起見，我們 K 討論一個自變量的情形），其中 A 與 A 
在變量％ % s 取値的某個區域 P 上（我們不妨把它取作一個長方體)述 
績，並且斟於飪一個瘦量都有連續的偏導數。假定 Mixo , yo , so ) 是區域 
P 的一悃內點，又假定它的坐標满足方程組 (1)： 

■ f ^( a ： o ,^ o , ® o )=0, 

^(a?o,2/o, 〜 ） =0. 

我們要想逮立的是：在什麽樣的條件下有唯一的一對連績函數 
2/=/i(aO ， s! = /s(n：) 

UU , 在點％的某個鄰域内恆等地滿足方程式 （1) 並且 
— yoi /aC^o) ~ s o* 

至於這些函數的可微性， 我們也同樣 要加以硏究。 

我們先假定偏導數 If 1 與中至少有一個在點 M 不等於雰。爲 
了確定起見，假定在點 ~ 

- 誓竽 0 . 

根璋§ 10 3 中定理1 (推廣到兩個自變量的情形），在 ㈣ )孕面上的點 
A 7 C ^,^) 的某個鄰域 Q 內，有唯一的一個連續函數 
«=/(*, if ) 

存在，滿足方程耝 （1) 中的第一個方程，並 J 1 在點，的値就是 a ; 又這 
個函數在點#的鄰域 Q 內，對於 n 與 y 都有連續的偏導數。因此，在點 



iU 


m . ^ 公折■酚明 抆粒 


iV 的鄰域 Q 内，我們有阑於 = 與 y 的馇等式 

: VX %/(>， y )]= o . (2) 


現在我們令 

i r £^ yJ ( w ) X % y '). (3) 

如果我們能找出一涸連__數 

y =/ i ( 旬 

在％的一個鄰域内悔 等地蔺 足方稗由0, y) - 0, 並 JL 在點％的値就 
等於办則只要令 


它 =/0, /i ⑷ ]' 他）， (4) 


我們立剔可以■出來，函數/:與 A 就滿足我們提出 ft? 全部要求.，事 
實上（ 2) 式關於2是一個恆等式，因而用《亨年來代 
# V, 特別當（只要 AOo) =伽 fi •果仍 
然是一個饭等式。因此，在點跔的某個鄰域内，有俾等式： 

/办)，/[>， /iCa)]}^^^ /办)，/办； ]} =0. 

另一方面，函數 y= 是方程 

由 O, 2/)=0 

的解，所以 （3) 式 在點叫 的某個鄰域內恆等地 給出： 

d fl ( X ), /[>，/!(=)]} = 

= ^ a {», Jl (3), / 2 (*)i =0. 

所以，函數 2/ = /i(=0, ^ = /.(=) 的確在點％的某個鄰域內滿足方 
程龃（1)。另一方面，按照函數力(❸的定義,我們有 
/ i (« o )=2/ o . 

由此再极據函數/的定義，就得到 

/sOo〕= /[> 0 , /iOi))]=/(a：u， 扒 ）=s 0 . 

因此 ，枨據以上的考慮，我們的問題就化成了要由方稃 
^(2, ^)=0 

中解汉的間題。但是很明顯，要想這欉一個解#在，根馐§ 103的定理 




第 n 篇 mr, 十;^革 e 削數 


47b 


i . y (叫，珈）我們能够有： 

3由 ， A 

. 矿 0 

就行了。現在我們來蜀一着， ia 個要求宵引遵出一些付麼衆西來。悵 
據函數诊的定義 （3), 我們有： 


3# 2 b\ dl'' s df. 

^ y ~" 2 y 3 s 9 y y 


佴是恆等式 （2) 對 ^ 進行 微分後 給出： 
31^\ 9 Fi d^i 
9^ 2% 9^ 


0, 


因此 


dF ； 



( 6 ) 


把它 R 入等式（ 5 〕的右端，就得到 



_ 1 1 

" 3/m 

dF 2 


，吼 1 

dz 

• —w 



dF^ 

dh\ 


1 


??/ 

= 

: 3i~ 

di\ 

dF, 


2?~ 


^y~ 


9 F t 9 F 3 " 
dy d% _ 


因此，要求在點 I 有^弇 o 跟要求在骷 3/Ou。,％；) 有 

2 I \ 9 F , 

~2 z ~^y 

在0 

91^ 91^\ 

_sr ~ dy ~ 


奴等 m。 

這個等式左端的行列式，我捫稱之爲函數朽關於變量 A 汉的 




4 T 0 


U 免分忉簡 W 钗棧 


轉—芩 ， 簡軍地 3(1 作 

. \ ^(^1, ^.0_ o 

J -- 爲， . 奶 --' 

因此，我們已經歸結到道樓一 個:要求， 就是要行列式/在點邶 
Ow 。, Q ) 不$ 於零％ 現在我們進一步指出，我們在一開始所作的假 
定：倔導數與 3 £ 3 中，至少有一個在點 I 不等於零，事實上是我們 
的新假定 J ^=0 的直-推論，闶爲如枭這兩個偏遵數都等於霹，則®斯 
特洛格拉得斯基行列式中 有一列 全是零，而行珂式本身也一定等於零： 

因此，假定在點见， # o 。 則如我們所 a 經看到的，在點（抑,扒)就 
有筹執 因而我們的問題的解的#在就有了保證。又因篇函數/夂岣 
與 /〖 O ) 是我們接連應用自103中定理1得到的 ，每 一次都保捋了我們 
的解及其導數的連續性，所以函數 a 輿为及其導數六與月 mu ^ 
的某個袭贼內都是述續的。 

因此，刺 r 來我們只消®明所得到的解還是唯一的就行了。假定 
我們有兩個函數 / ro ) 與 / io ) 在點％的某個鄰域内連績，並旦滿足 
^ ^ i ( a ： f / r ,/ l )= o , i \( x , / T ,/^)=0 : Ct 5) 

以反 /i (®i>) =ya, /s(a?o) =So5 (.7) 

我們要來猾明：在點％的某個鄰域內必然有恆等式/ f = . fl , f t =/2 : 

在前面我們已經指出過，在點 O 。， 阶〕的某個鄰域内， t 2 ) 式是關 
於 A 2/的一個恆等式，從而，如果在點％的某個鄰域内，用仟 W —閊在 
點％ 的倕等於扒的 Z 的連績函數來代替2/,它仍然成立。极據 C 0, 我 
們可以就把函擻 / f ( s ) 作爲這欉一個函數，於是在點叫的某個鄰域內 

但是在另一方面，根據 C 6), 我們有 

O a « 常用的記琥舆瞭®數舉 S 雅对 比的名字辋在-•起，一 A 5 人通常郡把奥 K 特洛 
柃拉 得斯墓 行列式 ( “枨可雀”）的理 淪與 應用的研究猙在雅可比的上》 KK , 無可懷 陡地. 
典斯梓络格扯得斯基比他早若千年 就已 级得 . 了过玆重要的姑果„ 
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y ) 是方程 

上 V '. w ) = 0 

的 If 了巧在點 (^ y 0 ) 的 M 等於知的連續解，所以由 （ s ) 與 （9) 就得 
到■在 觀％ 的某 fH 满颂內 

fm )= n . 〔 10 ) 

然而由（ 3 ). (10) 與 （ s ) 可以推出，在這同一個點％的某個鄰域內 

ft ) = - n :^ ft , / t )] = ■- fh / n = o . (id 

闶爲按照定義， V - fjix ) 是方稃 

4>( X ， y)=Q 

的 f 了巧在 點％的値等於扒的迚稹解，所以從 （11) 式就知道在點 吼 
的龙個鄰域內 


/?( s ) = / i ( o ；). 

從而再根據（ 4 )與 (10) 就知道也有： 

/ K ®) ~ / zv 31 ) t 

a 就全部證完了我們要證的東西。 

我們以上硏究所得的結果，可以敍述成下列定理。 

定理1 . (2； o ; po , 2 0 )的某悃鄰城內，函數 ^( a :， y , s ) 與 

> s ( s . y : ^.) 連織 ，並 J 1 對每個變岢都有連•鎞的’偏遵數，支假定在這一— 
有： .. 


&= 0 , ^= 0 , 相. 

¥夺竽％印芋平(誓亨亨 ， 有唯一的一組孕學®數 

今令’ ㉟ 咢亨學， （ 1；)窄 1 L 有/ 3 (^)= 又這鸣函數在 
苧芊吧 f 夸 參的亭數。 . 

我們在 1 前面就已繃說 # 過， i 用*納法，這個定理不難推廣到任意衍 
俏左揣是肌相個變蛋扎办…，如，〜的函數巧，％ .”，〜 
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的方程組的情形。在适個一般情•形，在菜一點的鄰域内，變1；扒，的，…， 
y 执 可以唯一地犮成變棗 ％ sv ..， ％的函數的充分條件，楚要在這一點 

j 、， •二， ^=0, 

其中 


! 3Fi 

di\ 

2b\ 

rwi 


3 扣 

' 31 〜 

dl\ 

3/ 〜 

J ^ j 3^3 


3 如 

i 9F„ 

9F m 

3 凡 


"3y 3 

Ay.m 


! 

是函數組 F U F ^ …， JV 闊於 鑀堂扑 化，…，恥的奥斯特洛格拉得斯 
基行列式（在.這裏我們沒有提到通常的，對於各薇:情形都一樣的連镣 
性與可微性的條件)。 

我俩必需着 ® 指出，所有以上我俩所得到的結論都顯然具有辱 f 
性：無論在那一極:情形，由給定的方程耝在給定的點的某個麺域 A 士 
4質，我們僅僅證明了在該點的某個郯域內，方程組的解存在，而 iL 在 
我們的定理中一點也沒有斷言這個鄰域的範国會有多大。我們剩下來 
還需要討論的問題，是在一般情形下,函數力的遵數可以怎樣用 -函数 
F , 的偏填數來表達。關於這個問題我們只对諭定理1的犄形。因爲在 
點％的某個鄰域內我們有恆等式‘ - 

Fi [ p , f .(«)] = 0, 

F s Vx ； fi ( x ), . A ( a 0] = 0. 

把這兩個饭等式對 * 進行微分，就得到(注意，遵:數刃（20與/纟0)的 
#在與連績我們早 B 經證明了） 

奶.孙 w./i + yv 張= 0 , ] 

[ (12) 

= 0. 


_- . 十 ..._ . ——: 


QF 2 


3J 〜 


ri/i 

d r ^ 


OF , d/a 
3% dx 
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在這個方程組中，我們把 與 _1 £ _看成未知贽，就可以把它們 
的由函數^^與的偏項;数來表達的 ft 一的表達式求出來，闲爲方程 
IH 0.3) 的行列式就是奥斯特洛格拉得斯基行列式 A 這個行列式在我 
們歐到興趣的區域上是不等於零的。我們求出來的結果應該是： 

df ^ _ 1 j 3 F 2 dFi _ dF \ 奶） 

dx J ( d'.^ dz ~dz j T 

df s ^ i jdb ^ dF , _ 9 F S 21^ ) 

dx J V 3 c ; d^j dy / * 


§105. 奧斯特洛格拉得斯基行列式 


I * 一般性質在前節中我們已經裔到，一紐抓個〒_$仏， ； 、 
I 關於佐們所依賴的變量 讲,扣，… ，如 的行列式 )=歡 ; '；^y 
在方程組的函數解的存在問題中(或卽踗函數的存在問題 1 一 ‘重$要 
的作用。其實，在許多其他的分祈間題輿應用中，我們也時常遇到這_種 
行列式；因而我們應常把這種彳 f 刿式看作是分析的論證與計算的一個 
重要工具。如果我們有 W 個變量汎办…， y ™ 的 m 個函數 Fi ， F 2 ，■- - r 
F m , 又如果我們想要按照我們所垲出的問題的意思，把一元函數的導 
數槪念加以推廣，並 K 要使得這個推廣所得的東西仍然可以表作一個 


f (剿於不昝什麼 菝的机 .）， 方便的辨法幾乎鉞是取行列式 J 來作 
ik 個數。在卩 km 中討 論隱 函數存在間題時鄣正是這種情形；這只要 
比較一下§ 103與§ 104中的定理，就很淸楚 a 

使得我們在某種意義下把行列式/罨戚是“函數紐…， F „ 
關於變量組九他…，恥的響數”的迢個一般現象的原因，是在於還種 
行列式的重要性質中，有許多輿通常導數的性質完全顔似。我們現在 
就要來考慮若干這類簡單的性锊。爲了簡單起見，我們限制在抓= 2的 
情形(雖然我們將要談到的一扨性質, S 於任 意的™ 都對)。 

假定函數《 = 2： (/«., «)， = y ( W , V )在 M 興 1) 取値的某個區域上是 
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連績的，並且有關於 W 與 ■^的 迆績偈導數；文假定 在沄個 區域上 


J — 

於是對於函數組 

y , u } v^) t 

F^ ， y ， u ， WmX 切） 


微拉 


來說，在任一點（叫，如, M 0j %)(其中（％, 叫) 屬於給淀的區域，又％ = 
= 2 ：(> 0 , v a ,)' i/ a = y ( u 0 l 如）的鄰域內§ 104定理1的圣部假定都滿足 。因 
而，极楢這悃定理就得到在點 ( So , 2/0 ) 的某個鄰域內，有噍一的 一對反 

酒 

u = ti ( ffl , - tf ), v = v ( x , y ). 

存在,並且逞些函數以及它們闊於 $ 與 y 的偏導數都是逆續的」 

现在，假定我有函數 a ：=2(>， i 0, 2/ = y («, 幻如上，再假定 w 舆 
^又是新變量 s 與 t 的函數 

u = u(^s, t} , v^v(s t i), 

這迤，兩個阄數都是連績的與可 微的。 於是， a 與?/就都是\ ( 的“複 
合 , ，函數： 

s = s [>( V )， *，（)]， t ), v (^. t )^. 

根據葰合函數的微分法則 （§ 92)，我們有 

da_3x dv, dz dv 3y _dydu dy dv 
ds 一 9u d& ^9v ds 7 5s ^5?^ ds d^o 

對於 §1 輿 If 我們有類似的公式。於是我們得到： 

3x 9v. dx dv dy dn | 

9u 9fit 9tJ 3« dit 9a 2v 9s | 

i r .、 、 

d^} 3z 3v 3^/ 3u dy dv 

2u 2t 3v 3t 3u Qt dv 2t 


.5 研 ..； 


佴是在另一方面， 





•: S1 


D ( v ^ 

dO ~, o 


3u du j 
?s ^ i \ 
dv 3v 
3^ 3i I 


(3) 


因爲，按照衆所周知的行列式的乘 iA 法則，行列式 U) 正好等於行 
列式 （2) 與 （3) 的乘糙,面 而我們 得到： 

= vl . D (^^l U \ 

.d— 3^ 一 . ' i) (n—. 1 ; 

這個(對於任意⑽行《列的行列式都成立的)關係式給出了複合函 
數 組的奧 斯特洛格拉得斯基行列式的組旮法則，這個法則跟一元的複 
合函數的微分法則： 

s = a ( w ), n = tj ( s ' i ； ^ = ^ 

、 -- ds du ds 

完全類似。 

特別是，#果令 s = i = J/( 摘句話說由新變量 s «又回到 舊變® 
^ V ), 則我們從 （4) 式得剰： 


W^) tJ mkyY 


D S ^，0 -ji o |. 

邮 ， 20 )0 l ! 


=1; 


這就 說明， 給定的 闽 數組的奥斯特洛格泣得斯基行列式的値與反函數 
組的典斯特洛格拉得斯基 作11 式:的値茳爲浏數；這個結果又跟一元函 
數情形的反函數微分法則： 

3/10); ㈣ ⑻； H— 

dx 

完全類似。 

2. 作爲面積的局部伸長係數的奧斯特洛格拉得斯基行列式現在 
我們來考廒奥斯牿洛格拢 得斯基 行列式的一個非常重要的 （ 今後所必 


j * !5 ^- 11 

j 913 

iH— 

j 好 

t 

I QLr 
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蒞的）幾何應用。我惘還是限於討論 w = 2的情形。 

假定函數 ^=<^, y ), ^=<^ y ) ( 5 ) 

在 ； rr 牢面的某個原域上連錆並且有迚續的偏導數，又假定在這悃區 


域上 

我們婼幾何的觀點來考趨襲換 (6), 假定廿與 w 是某個新平商的 
點以八）的笛卡爾坐欏，远個新毕面我們稱之爲平面。於是 （5) 
式速立起 xf 卒面與 t/F 平面間的一 涸蜜應 闕係；它使得#應於 XY 
毕面上一脑給定的區域的毎一 涸點尸 (s,2/)， 都有 i/k 卒面上的一個確 


定的點 QC«^), 其中 Q 點的坐標《, * 由（ 5 )式給出（圖03)。如果我 
炳讓 XF 平面上的點 p 在上述 
跖域上移動，則它的對應點 G 
^ Mt ± UV 平而上依照@完奋 
確定的方式移動。因尥，在 XY 
不而上有一條亂線’在平 
面上就有一條對應的曲線，一 
般說， 枉叉 y 平面上有一個圖 
形，在 UI 7 甲面上就荀一固對應的龆形3 特別 是函數( 5 )的定義區域就 
變換成 £7K 平面上的某 一摑區 

現在我們假定 疋 《， E 0 是平面上的一個確定的點，它位於一 
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個阖擻 （5) 的定義區域的內部，又假定; t 是一個很小的正數。點 A(a, 
6), B(a + h,b\ Gia + h,b^h), D(a,b + h) (圖 6 切〕顯然是一個邊 
長爲 h 的正方形的頂點。變換 （ S ) 把逞呰頂 S 變成平面上的點 
A\. 及/'及（圖64 6), 當然，這些點的坐概分別是： 

—4’[>0，&)， 》(>，&)], 1 

+ v(a + h,b)3, I 

C'lu(a-{-h,b + h ：), 咖 + 厶彳 + 尨 )]， [ W 

J -)，[ u ( a , d + h ), v ( a , b - hh ) J . ! 

整個正方形璲成了圖64 6所示的曲線四邊形我們現在要想 
在 h 很小的假定下，來求這個曲線四邊形的面積的近似値 c 爲此，我們 
先用弦來代替曲線 A'B', BV, C'B\ D'A ! 0 然後計算有同欉頂點的$ 
學四邊形 A'BV'D' 的面横（阔 64 6 )，或卽三角形丄及 C ' 與 A'mr ^ 
i 積之莉 t „ 按照大家都戈 II 迓的解析幾何的公式， 頂點爲 （％«!)， （ M , 
%), O s , W 的三角形的面.積等於行列式 


奴1如1 1 

财3叫 1 
叫％ 1 


U 立 一 Ui_ [ 

—tu — r 2 I 


的絕對値的一宇。因而我們得出三角形的面積表達式 


1 ! u{a 七 h, b) — u\ a y b ) 

2 lj a 〔 <X + /&, 3 + ) — ii.{_ (X 十 /f ，， b) 

-+_i 卜 “ a + hW 办 
2 [ ~5~ ftr ? Z / + 


h 公 b) 

2 1u^ (a 十 7?) 6 + 〜 ftn) 


十 h: b)—v(a, b) \ 

v(G>-\-h.b-\-h) —vCa-^h t b) \ 
b)h 

v 十 b-\-0 

(a + Q ^ W ) I 

Vy (( t '\- h } \ 


其中 h %心，仏都是 0 與 1 之間的數。 


由於我們假定了®數妨與 w 猶於 A 2/的偏導數都是連績的，因而 
在我們所时論的（閉）區域上它們還都是一致連續的。由於在點 (《,&) 
偏導數迚續，所以對於充分小的卜上述最後的一個行列式的每一個 
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元素瓯相應的偏導數在點~的館，相盖得可以 fT : 意小，這也就是 
說，這個行列式與行列式 


/( M ): 


v'^ia, b) 

<(M) v'yia, b) 

亦卽函數 V ， l 於變 a s 在點（七 ~ 的铒斯榜洛格拉得斯基行列式 
之羞可以任遛小。因此，當 h -> 0 時，我們就有三角形 A ' BV 的 面蕷我 
達式 

^{| | +0 (1)} = |; J(a,b)\+o(h^y r 


完全類似的訐算可以甭出，三角形的面積表達式也是道楼；所 
以，整個点線四邊形 A ' B ' C ' D 1 的面稿•著 h -^ Q 時就等於 


h 2 \ J ( a , b ) I + o ( ft 3 ). (7) 

這裏應當指出，以上得到的這個佔計値,對於點 («,*) 在我們所考廑的 
區域上的全部可能的位蔺 ， M o 0 

埂在我們剃下來要由形 A ' B ' G ' D ' 轉到曲線四邊形 


A ' B ' C I)' D m . f £, 這雨個四邊形 的面稻 之連不超過圖84中那四塊 
帶線條的狹小面稷之和。0此，要 想證明 （ 7 ) 式也表達了_等四邊 


n A ' B ' O ' I >' 的面嵇，我們只需要證明這些帶線條的躅形的面積是 
0辦。 當然，對於道四個躅形來說,計算方法是一欉的;我們下面以圖形 
/及爲洌(圖65)。爲了簡軍起 M 我們把點 
/與# 的坐標分別記作（叫，叫）與 （ w 0 + 

+ Am , r 0 + A ^) 0 

假定 /(«,&) 手 o ; 於是在點0，&)偏 
導數岛，益中至少有一個不等於零。爲了 
確定起 " k ， 我們 fs 定在點1>， 6) 有鲁:>0, 

於是只要 A 充分小，就在整個正方形 H er 



0 換句話泣，當 ft— 0 暗，在給定的區域上 , （ 7) 式的第二項與 之比 闊於 rt ， 6 -致埤 
爭向於 
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必5 


ABOB 上我們都有|^>0 ,當然,特別在這個正方 形的』 方遴上永遠 

有 H > o c 因此，當點 O , 幻 由』 沿這條邊移動到忍時，對應的點 (、” ') 
在 r 遞增的方向上逋過曲線因而我們可以祀曲線’几的方程 
表作 0 J =/(" U ) 的形式，其中 4- A:I ；；顯然 ，庇線 段/及的方 


程是 

V u AV 〔U - W = f (u。） + 八 ％ + 与） — 没 P ( U - < . 

Au ⑽ 

所以圖65中帯線條的圖形的面糙8 就《1 以表作一個精分： 

u a +Au , 

js 口 ^ I /(以） 一 /(叫） 一一 [/(叫+么.以） 一 /(〜）] I 如. 

U Q 

网爲沿 線段』 凡置 w 保持 不變， 所以 ' $都是$ —個變 31的函 
數，因而我們有： 


3^ 


dx , di = dx, 

dX 


由此可見 

dv 

dv _ 9s 
du 3!' 

3 x 

因爲在 AR 段上 £ 恭0 ， 所以在 （4, + △«) 段上捣數/» 

在並且連續。因我們得到：當時， 

T .( ti ) —{^ — < *- k ') f l (. u i ) j / C ^ o 十加）~/(^1>) = , 

其中 ？ h 與 W 都在叫輿叫+ △“ 之間。 由於這一■切，面積 S 可以改铽成 

«o + A ^ 

S = ^ (?i —^ o ) I /^(%) — 

u t 

由於囷數尸 t>) 的速槙性，這個等式給出：當 Aw— 0時， 

u Q -{- Au 

S ^ ^ (u — ^ ) • 
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A ■:: u(tv-|- b) — v,(a, h) 

當 h -> 0 畤與 A 诘同 极的無窮小成，所以我們得到 
而道就逯我 ffi 要蹬明的^ 

闽此,用變換 （3) _換 lK 力形 A & n ) 所成的曲線四邊形 A ' B ' O ' D ' 
的面賴就等於炎達式 (7), 而 J 1 适個佔計値與 $Ji ( a _, SO 在我們所考慮的 
區域上的位 H 沒有關係： H 爲 iii 力形 ABCI ) 的面稹等於所以變換 
後的面積與原來的面穑之比等於 

!/( M)l +0⑴， 

當 A,->0 時适個比的極限就等於 i/(«,&) U 

以上 M 個結果還可以大大地加以推廣。我們可以用任何一個足够 
簡眾的包公點 A(a, & ) 的圆形來代替正方形 AHGD, 然後把迢個圖形縮 
小， 使它 的良徑趨向於零。只要适馈做(更細緻地分析就可以着出來， 
4過我們這巍不討論了 ） ，變換成的圖形的面賴與原來圖形的面積之比 
總是以 ； ^(«, f >)! 爲極限。因此:變換 （5) 的奥斯特洛格位得斯基行列 
式的絕掛滴，就可以孬作是山變換 （5: 所屮起的荏點(《， M 的鄰域內 
的或冬巧呼 f 考。运悃結果在我們下篇中就要討論的重積 
A. 士極 D 奥 斯待洛 格拉得斯基行列式的這個幾 
何作用還 :可以 搬张到任意多維的空間 3 例如，對於三維空間中的變惰 
來說 ，變換 的奥斯持洛格拉得斯.基行舛式就給出（整個在某一個給定點 
的鄰域內的，不大的幾 M 立體的)體精的膨脹或收縮係数。 

§ 106. 條件®値 

在本節中，我們要硏究所謂(極大與極小）的初等理論。 
在這個 理論中，隱函數理論得到用〕 

假定在空間中給定了一個曲面，它的方程迠 
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F(x, ^, 2 ) = 0 , ⑴ 

現在要在這個曲面上來找出這樓的點，使得某個囪敦 /(A 2/，在道種 
點所取的値與它在這個曲面上其他的點所取的値比起來是最大（或最 
小) c 這句話用分析的語言來説，就是我們要找东使函數 /(H 0取到 
最大値（或最小値）的數粗只能在所有能够滿足 （1) 式的那些 
數紐中去找。這個問題與通常所提出的藤値問題的區別就在於方程⑴ 
的存在，換句話說，我們有興趣的只是去比較在那些坐標能 
够满足 （1) 式的點的函數値。 

也有的情形，使給定的函數/取最大値或最小值的點， M 許在一條 
由方程 


力\0，況，2) = 01 

尸30，扒2) = 0 j 

表達的_¥上。同樣,适句話的分析意義也就是：要在圣部滿足（2〕式 
的數龃 U ', v , «) 中，去找出使褐函數 /o, ％ o 取最大値或最小値的那 
些數_。 

在所有這棟類似的情形下，必辭記 te， 我們談到的都只是函數* 
f ( U 勾哼 f 吁亨 ffl, 換句話說，我侗 R 是要在滿足某種附加的 
⑴或 （2) 鉍&出使得函數0取最大値或最小値的 
道些附加的條件逋常稱爲給定的間題所特有的顯然，條件 
極嫿問題的最一般的形式可以說成是：要在满稃 
i'iQs-i, x a , 0!„) = 0 (i = l, 2, ■■■, ™； m<5t) 

的一切點 (*1, *3, …,亂）中，找出給定的函數 /(®1, =2,…，取)取最大値 
或最小値的點。在這裏，跟在簡單極値問題的情形一樣，通常都是預先 
給定變量 A 取值的區域，提出的問題只在這個區域上考慮。 

如 杲在這 個區域上，我們可以由 ™ 個運繫方程確定出某 ™ 個變量 
(例如：…彳 m ) 是其餘變量(^ +1; %)的眾値函數： 

!Ki = 9 J <(a;»i + i J »» +;8 , ■■•,&) (t = l , 2, to ), 
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則把位們代入函墩/中，我們就得到變 a …， 0 的一個函數， 

對於迢個函數的榀値我們就谣要考盧一切的可能性，而不應該再對這 
些剩 t 來的變谩加以任何限制，換旬話說，我們的問題就化成了一個我 
們在§ 肿 中已經討論過的簡單搔値問題_/。因此瑋 
條 二 連解的 
也就 晕由於此 ，條胜極 _一般埋論與 隱 
函數迴®^養密繫。 

爲了寫起來簡單一些同時苕起來也淸楚一些起見，我們以下只討 
論 ）i = S，m = 2 的特別精形 a 換句話說， 我們只 討論一個五元函數 
f (^ y , w ) 的條件槿値問題，速繫方程假定有兩個： 


y, w) = o, 
^ 2 (®, y , m , «) = o . 


⑶ 


T ■面我惘對於這個犄形所進行的全部論證，完全可以類椎到任意《輿 
饥的情形。正如我們討論簡單極値問題的惜形一樣，也根逋那褢同樣 
,钓埋由，我們將只硏究尽序印：)條件極値的判別法。而且自然 
也跟那虚一欉，只限於建•立 •一 •些二 吟:判別法，因爲要更深刻地 
來討論 問題的細節，在道裏比在那裏遼資士着可能。 

因能，我們假定函數在一個坐標谝足速繫方程 (3) 
的點 M ( x 0 , y 0 , « 0 , « 0 , *„) 所取的値，跟它在一切接近點 I 而且坐檫也同 
欉滿足迎繫方程 （3) 的點所取的値比起來是最大或最小。我們寫出 


下這個二行五列的知陣: 



2F-, 

dF ± 

2F X 

3^i 

3$ 


~W~ 

du 

~9i _ 

2^\ 

3F 2 

3 ZV 

9F t 

9F, 


~W 

di 

9u 

dv 


芡假定由這個矩陣的元素所能構成的二階行列式中，至少有一個在點 
M 不等於零。爲了確定起見，我們假定這個不爲零的就是行列式 
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I dJ.^ 

cflt Qv 

=J - 

91 〜 dF 2 

du 3v j 

於是（在函敦， ：! 與滿 足通常 的連锫性與可微性條件的假定下）我 
們由$ 104定埋 t 知道：有啦一的一龃函數 

u ^ u ( x , y , z ), v = k ( x , y , z ) 

存在，在點 A %，恥 s s ) 的某一個鄰域上怩等地滿足方程 （3) 並且 
14(»0, ' lh , So )=« o , ^ o )= i ' o . 1 

此外，在點尸的道個鄰域內，這兩個函數還都是迚 M 的，並且對 
W 三悃變量都有連續的偏導數 s . 

因爲按照所提出的間題的意思，我們有輿趣的只是函數 /(A 2A S， 
A 4在接近點 M 並且坐樑能滿足連繫方稈 （3) 的那些點的値，所以我 
們可以在 /(> ，沁 《) 的表達式中分別用函數 《(>U) 與 tO , V ) 來 
代替與I因而可以 B 定，這欉锝到的一個％ 的函數 

P(>， ％ 幻=/1>， ?/., 2, y, z), T(x,y, s)] (4) 

ftSfi P (^o, y,, So) 應孩有一個簡軍的（通常的）局部極個 U 因此根逋 
§邮，在點 P 我們應該有： 

d<P _ 3^ _ 3<p _ 

3x = 3广沟广 0 ’ 

由於函數？>的表達式 U )， 這就給出： 

3/ 3/3i« 3/3^^ 

2 x du 2 x 2 n) d<s ’ 


要想這些方程的左端可以看成是 A % %叫 v 的已知函數，我們還 
應該通過已知的函數來表选_，芸，尝。佴是，這無 
非是隱兩數的微分法的問題,士 § 丰我們已經^細&論遇了。跟在 


V - ^ V - S 

3 3 13 

3/ ld 3/ ^ 
^ s+ 

茲 3/ 知 
+ + 

/^/- 3 
9 3 9-9 



jij ^ « ¥\ 


那垣一拔，我們 _於 A ?/, s 微 分® 等式 

/.'[>‘ a/， s ‘ ■«■(>, v ， 0, <s^,y, s)]=i), 

/' n 2 [> ，扒 s. u(x, y, z'), r(s. y, e)]-0 

就可以得 JJ: 


2F, , 

，一奶 

d-n 

, 3Fi 

3v 

H 1 

2u 

'dx H 

h- - ^ 

O-V 

T6 

21^ 

dF % 


dF. 


)5 ■一 

h ~du 

3x 

r '3v' 

~s^r 


⑷ 


圮及關於 y 與 3 的遵數的類似的四個等式。跟以韵一槌，我捫可以山 
((5) 式出發，用函數 A 與恳的偏導數來衷逑^與方茂龃 ⑷的 
行列式就是丨因而按照假設在點礼從而&就左某個帮域 内:不 
y 於零） ％ 顯然，從類似於 （6) 的關 於汉與 s 的式+中，也可以求出 

4到:兰 個方 k ，4: 們的左端現在 a 經是 sn «，《的已知函数丫。把道 
搜方程與連繫方程 （3 ) 併在一起,我們就有了 五個方 .程，它們的左端郤 
是 m «， 1; 的 cl 知函數=我們巳經證明了，只要點《給出我們所'嫂 
的硌伴極値，它的也槪就蘅足迈五個有芄個未知數的方 n mifb 私 T 1 ! 
很自然地把滿足 iam 方程組的毎一組数 M , io 稱爲 我們吩 盌 ! n 
的問趄 f 内一個 f 於是,我們所得到的結果，跽以 m 關於浦眾極 M 
所得到的結果可以敍述如下：在給定的両数滿足通常的迆賴性 
與可微性條件的假定 t ,函數的局部條件極値 R 可徙在穏定點取到。 
常然，至於這個或那悃13定點是否的確給出函數/的局部條伴沲値，以 
及如果的確給出這柯插値時，适個極値的拽質又究蹵怎欉, ——- 所有這 
些問題在前面的討論中都沒有解決，因而還®要墀門的研究。 

我恫知道，確定穏定點的五_方秸中的前面三個是迈欉-到炳：甶 
線性方程紐 (6) 中解出與 | J -， 然後把這個解代又 (.5) 中的第一 ffi 
方程，關於2/輿 S 的導數^迤行#樣的運算，並分別代入 （5) 式的第二 
與第三個方程 u 當然，要實際進行道些簡單的蓮笕，因而使得最後的力 




第二个 p 萆躇 ffi 敬 m 

稃紐能够明明 A fl 地寫出东(顯然，它只合有阏數/, A 與 A 費於五個 
轉是的偏導魃）, 倒並不 是什麼讎事。不週我們從來沒有短墙做過而且 
以後也永遠不會迈橋做, m 鏵實際上;在絕大多數的愦形下，要得到確 
定穏定點的最後的方程糾，我們總是用 3 外一禅更方® 的靳 謂“朱定因 
子法 , ’的方法。 视在 k 們就來說明，這個方法應該怎麼樣來進行。 

我們剛才所說的那一連串運算，一 - 铤九個方跸 （ （5\ («) 以及龈 
(6) 相類似的，函數 u 與〜關於队 s 的偏導數的四個方程）中消去六個 
未知數芸 U 岛，2 ， S —— 按其本 ® 來說，顯然都是初等 

的代數運览。當然，這樣一 i 〖 消是可以用洛適不同的方法來完成 
的。特別是，我們以前的步驟是 s 礎：從後面的六個方程中求 m 要消 
去的六個未知數，然後把它們代入方稗 (5), 佴是由於它的不 f . f 稱性， 
這個方法在實際上是不方便的：在遌個力法中鏟：8: «, r 所起的作用實 
質上跟其借 T 的 A SZ ^所起的作用是不同的。 K 們以下敍述的来.定 
闪子法的根本優越之處，就在於在應用這個方毕的過程中:五個 變置都 
處於同様的地位。 

我們仍然愆定點 so ； 給出函數/的一個局部條件 

梅僦，逆且保留以前與於函數/，■^與 A urn M 的鄰域上趼作的叚 


*£o 於是方程組 


U + x ^+ x ^^ o , 


2 u 


dn 


du 


^ + X 1 3 ^- + X I ^=0. 

dV dV dV 


⑺ 


(其屮所有的 偏導數 都在點 w 取値）有唯一的一組解 U:，h) D 把方程 
(0) 分別乘以 h 與 A s ， 然後再與方辟祖 （5) 中的第一個逐項相加。根 
據 （7) 式,我們就得到：在點见,有 


3/ 

3 a ; 


+ Xi _ 


9 F t 

dx 


+ Aj 


9 ^ s 

3 x 


0, 


⑻ 


如果我們再寫出跟 (6) 式頚似的關於 # 與 s 的導數的方辟，然後 周剧才 
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所說的那挿辦法，分別跟方程紐 （5) 中的第二偶與第三個方程併起来, 
則很明擷,我們又得到跟（…式完全類似的兩個 方程： 


5/ 

3 沒 


」' Ai 


9.1\ 
32/ 




十 ； Vi 




+ Xi ~2 y =0 - 


⑼ 


(7),( B ), (9) 三式中的五個方程萌然關於五個變量％扒 S " 是 
完全衡稱的。再加上兩涸速繫方程我們就得到七個未知數％汉， 

的七個方程，在給定的函數滿足通常的連績件與可微性條件的假 
定下，锯一俏隱定點都應當滿足這七個方程。 

如架我捫在考慮給定的囷數/的间時，還考鹿同樣這搜變 量的阄 
數 


^ — f + Xii '\ + a W 

其中 h 與;1 2 是尙未確定的數因子，則我們前面得到的方枵〔7)， （ S ), 


(9) 可以寫成 

- ^ 

~3x 3y 3s 3u 3_w — ， 

因而恰好是求函數* f 的簡眾稀<:値時我們會得到的那一龃方程。因此，求 
函數/的條件穩定點的問題就化成了求函數少的簡單穩定點的問題， 
适樣 — S 從條件極値問題到簡 m 择値問題的轉化，實際上就是米龙闪 
子法的功用 Q 我們已經孬到了，確定函數/的條件 S 定點的方程.钳圯 
起確定簡軍橒定點的力程紐要多出兩個未知数 ( h 與 D ， 因而方程的 
數目也就多了南個；每是因爲加上了兩個在簡單極趙情形所沒有的連 
繫方獅綵故。 


m 抛物體 
被平面 


a?+y + s = ] 


截成一個腩圓。求這悃潤 ; 阆到姬標原點的最長與最短跖離。 


( 10 ) 

(U) 
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頭然，分祈地說冰， m 個問 m 铣是耍求函數 

y +#十艺 2 

在連繫條汁 （10) 與 （11) 之下的晟大艏铒最 小植。 悵據未定因 子法 ，我 
們造函數 

y, 2.) 二 ¥ + 〆 + # 丁 K# + y 3 — £ ) + hCa+y + z —l) 

然後請宵的:三個偏逍敬都等於零；适就給出 


二 V; 


^2 ，—入 1 一入 a * 

aUH : ' n ' 一 .…丁 — ’ 

把這些値 K 人迆繫方科 (10； 與（: n ) 中，我們不難算出： 


h = — 3士 f W .. = 一7士导 〆 T , 

晒 .— 

: r = 2/= .二 ' . g = 2 + i / V * 

對於迈就铪出雨個値9平 si /了。 因爲在給定的問題中 
搔鲢的 介:在由幾何上荇來是顯然的，所以得到的兩個穏定點也就不忠 
要再做補充的硏究，而我們的問題鱿已經可以認爲是解決了。 

作爲更多的練習讀奔可以卷苻 an . 捷米多維奇的習題集，第六 
章，贺題447, 448, 4 5Q, 463 u 




第六篇賴分學的進一步發展 
第二十五窣廣義積分 
§ 107. 無窮積分 

在运一章中，我們硏究定 K 分槪念的兩個推廣 s 這兩個推廣，無論 
是在理論的進一步發展中，或济在應用上，都昇有茧大的意義^ 

函数 y 盖在區間 s >1上是正的，連疲的，隨若 ® 的增大而不斷 
地滅小，淞時，趨向於#。我們來考慮位於曲線 y = _ 之 
下， OX 軸之上，在横坐標1與 6>1 之間的面賴；我們知道，這個面钺 
(圖66 )可以表作分 


如果我們讓6增大，則我們所#處的面賴也增大；如果6無限增 
大，則雖然圆 GS 中帶斜線的部分無 
限制地往在延伸，但是它的面©如 
⑴式所指出的，却始終保持有界， 

而&事寶上 S 趨向於1。這個现象 
题我們立刻想起正项收敛級數（例 
如簡眾的幾 M 紱數)求和的情形；正 
像在那.握，玆數的部分谢，因它所 Ei 
含的 项越來 越多而遂渐增大，佴足 
它並非無限制地增大，而是逼近於 
某一®有限的渑限，在适麗也一欉， 

(496) 




4C0 


K 嘐分析簡 明软■程 

隨葙£>的增大,帶斜線的 U 域的而積也就越來趑大，不斷地堉 K ，佴圮 
同欉在這裏也不是無限制地增大，而是趨向於某一個有限的極限的:很 
内然地， 正像 在那輿我們把部分和的極限就了解成极數的 “一 切”項的 
和一德，在這忠 mmmi 然地把帶斜線的區域面嵇的榀限， 了解作 
位於曲線 ； y =^- 之下， ox 軸之上，庇線之右向右延忡到無窮的 
M 形的面站。 

不過在鈒數的‘睛形 ，只 是收斂級數的部分和才有極限存在，並 J 1 我 
們知逍，的確有适樣的級數，它的项是正的，眾調減小而 R 趨向於禅，仰 
是它是發徴的，闶而包的部分和無限制地增大，不趨向於仟何栎限例 
如調和級欺\對於我們所考慮的延伸到無窮的脚形的面膊間題，同樣 
的情戈也是完全可能的。例如，曲線;+在區間 2 C >1 上的鳗化狀 
態，跟曲線2/ = ▲ (圖 fiC ) 某本上是一欉的;佴是常«時， 


所以在這個情形下，帶斜線的圖形的面賴隨着&的增大而地增 
大，因而整個延伸到無窮遠的阖形就沒有有限的面稱。 ' 

覘在我們假定有函數 /(>) 衝於任意大的&郡在區間 （ a ,6) 上可 
猜,當極限 

b 

lim f /(s) da; (2) 

tt —^ aC ; *J 
<1 

存在時，我們把它稱萁函敫 /(=0 在區間 C 半 E 線 ）（《, +«0上的 (或节 
從 a 到一 OC 的)寧，學兮，記作 


j /㈤ 乜 ■ 


( 3 ) 


如果極限 2) 存在，我們鱿說秸分 ( 3 ) 是收斂的，而豳限( 2 )铳是运個賴 
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分的値，如果極限(2)不#在，我們铣 說稱分 (3) 是它沒有値„ 
在這薯 ; 函數 /■>) 顯然沒有必要一定要是正的與單要想我們以 
上給的定義有意義，顳然只要兩數/(的對任意的&>«時，在區間 
( a , £0上可賴;特別説來， 只要假 定函數/⑻在區間 a :> o 上連 锫就已 
經足够了。常然,在這秤一般的愦形，我們由之開始的，精分⑻的那種 
幾何解鞸就沒有什麽意箱了。 

到現在爲止，我們一莳是假定粒分的下限保持不變， R 是上限無限 
制地增大。顯然，反過來，我們可以完全一轘地討論上限&保待不§， 
而 h 是良的下限《巩絕對循無限增大的像私 如果® 於 m 
何 a < b , 函數/»在區間(《， M 上可擠，又假定極限 

b 

Jim J /(®) dx (4) 

a 

存在，則我們把适個極限記作 

b 

^ /C*J da . ⑻ 

並且說這個楮分 (5) 收斂，並丑它的値就等於極限 U )。 如果這個概限 
不存在，則嵇分〔5)稱爲是發散的 > 這時 > 我們就不能說它等於多少。 

最後，也可能有稀情形：同哞而又彼此獨立無關地， «->-«= 
輿，換旬話說，精分區間延伸成整個數軸的情形。我們同意說陆 
分 

h 

^ /⑻ dx^Iict, b') 

a 

趨向於一個極限 A 並且記作 

I(a ? b )^ I , ⑻ 

47— > — =0 
+ co 

只兜對於任意的 ^> 0 , 都可以找到這樣一個.4>0 ; 使得常 Ct < — 儿 
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時，永逾有： _ 

很明顯，極限⑹#在的必要充分條件，是賴分 ： 

+ 0 
j " j "/ Os)ds 

0 —— ■=» 

都收歛，並 ii 在道柯情形，極限 (6) 就等於這雨個糙分的和。洳果搔限 
(6) 々:在，我們把它記作 

J /0) cfs， ⑺ 


並II我們說賴分 (7 ) 收敏;如果不然,我們就說粮分 ( 7) 發散，同欉，适時 
我們也不能說它的數箱是多少。 
m i. 因爲 


b 



dx 

i + i ' 2 


— arc tg b — are a ? 


所以 

因而嵇分 

收傲胧且等於〜 
m 2 .因爲 

b 

^ cos ain b — mn o 


liin 


a-> — ao 1 W 


(一 


(is 


又因爲當 a：—OO 時， sin a 沒有極限，所以猪分 
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x dx, \ cob x \ eo3 cc dx 


都發散 ，闶而 都沒有数锘， 
例 3. 因爲 


所以積分 


e z rfu ；= e & — o a . 


^ e c dx 

收欽波丑等於以（闲爲當 a —— w 時. 反之，嵇分 

+ OC 

^ e x dx 

a 

發散（闵爲常 J >4 + 〜時， 0 ^ 00 ) 0 所以積分 
f c* dx 


也發散 E 

無窮鈹數與廣義穑分的類似之處，使得我們可以沿用建立無窮級 
馼的收欽判別法的那種方法來建立廣義稹分的收歛判別法。爲了確定 

起見，我們今後 R 考嚴 j 型的躜分；-不過事實上我們所得到的一切結 

d 6 + os 

® 都可以_&本®上奄無改變地類推到 j 與 j 型積分的情形。 

首先 t § 19中的一般性定理2吿訴我們，廣義積分 
J /(s) dx 


(S') 
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數孕分析 脐 m m. fk 


收斂的一個必斐充分條件應談 S : 澍於怦 S 的^>0,只要 h 與\充分 
大， 就有： ， & i 

I J /oo 必 —j f(x) dx 1 <(. 

a a 

因爲 

^>t b s 

J f(x) dx— ^ /(a;) ^ f(^) d^ t 

ct a 

所以我們彳导到以下的判別堆則。 

定理 1 - 尽 ^ ( 8 ) n-it- ff^>ofm4-, 

. 

i >, t 

I ^ /( s ) dx ! < t . 

'^ . 

(換句話說,要想一 個廣雜 猜分收歛，必需而1只潘它在任何宄分 
違(不管多 M ) 的 ;: 一段”上的做是任意小允 

趿间號辍紋收斂的必要充分條件 就是它 的部分和有界一樣，顯然 
於认有 f 亨巧¥ 零 / ( 幻的秸分 (8〕 來説：，它收歛的必要充分條 
件就是常 a 

b 

^ /(ar) d% 

a 

有界。 利用這個事實就不難建立跟同號級數的圯較原則（爸68定 ■ 1) 
完全類似的楮分的比較原則： 

定理 2. 考 I 乎 ; | a<S< + c» Bf, 0</(a;)<c<P(s)C：K 

(a,b) (a<b) 

^ <P(x) dx 







m 


狱綠 如」卜士_.草 Jim 错分 

f /(«) 

a 

' f (X) dx^c ^ <P^x) dx 

a ci 

M。 

+ '證明的方法與證明槭數的比較原則完全類似，因此我們剖給讀茗 
自己去證明 s 

m 4. 因爲 智於 闶定的常34 + 00時我們永逾有35^^40 
( § 例7 乂靳 以對於.充分大的 s 有 

十 <1， 

因而 -.1.* -i. 

^ c>^ — z n & 4 e s O 2 . 

因此,從橫分 

( e ~^ 2 dx 

收斂，立剥推出®於汗何的〜精分 

、 :! Te< dc 

都收敬。 1 

« * 

巧 5. $ dj - 收斂 c 又因爲常時， e-* ! < «-' 所以稻分 
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敬 m 分 « a «'] g 亞 


也收斂,雖然它的値我們還不知逍。 

我們垛在不再詳細敍述廣義積分的那呰跟無窮殺數的相應的性踅 
完香類似，證明方法一欉，甚至於證明起來也同標容易的簡單性質 r 。 
例如，我們不離©明巧+用汀•何方法改變函數 / o ) ( u 要不 
破墩■&的可秸性)，都的收敍性(常然，一般綠，它的値 
要改變〕。又如，如杲積分 

!i = j" /iCs) dx, = ^ f s (z') dx 


郡收歛，則積分 


也收斂，並且 


如果積分 


1 = j {fi(^)±f^)}dx 

a 

I = J! 士 Is. 


^ 1/0)1 也 ⑼ 

a 

收儆，我們就說賴分⑻學-冬譽。由猜分 (9) 的收敏性，可以立刻推出 
校分 (8) 收斂;事實上如 i A 各 (’9) 收歛，則根據定理 1, 不管 *>0 多麼 
小，對於一切充分大的~與 h 我俩都有： 

j ^ I / O ) ⑽ | <«■ 

ii 

但是我惘知道 （ § 51 最 g —個定理） 

亡 S 办 S 

| ^ J» |<j ^ /(®) l ^ I ; 

因此對於充分大的輿 k 有 




踽六爲 眾二十: fi 牮廣茲裉分 


50^ 


If / (^) dx | <e, 

再根據定理1,我鏟知道镫分⑻收斂。 

跟無窮鈒数的情形一樣，定理2 (比較原則）使得我們不難對廣義 
賴分也趙立起一系埤 W 體的，實際應用起來很方便的收斂判別法;現在 
我們提出這@簡軍制別法中的幾個來簡單地詖一讓。 

，定返 ir 攀手《之1,冬学字兮 - 卞的 s 卻亨不亨芩 I /⑻! 
e>o frfivm ； °^ 1] 

^ A ^)>^-% k »( s )« 0 " * 

* _ i ' i :， •函•數 _ k^) 照為 ki 是在附 ■陏限’“ 《,&)• 上可積 

的。 

因爲積分 


^ x~ a dx 

a 

(其中 d >0〕 當 «>1 時收歛，當^<1時發散，所以定理3直接就可以 
由定理2推出來;至於這襄不等式 R 要求芻於充分大的 a 成立,當然是 
因爲在有限區間上改變函數 /&) 並不影響賴分 ( S ) 的收斂性的緣故。 
由定理3可以立刻推知，像适樣的一狴菔分都是絕對收欽的，例如 




sinx 


dco 3 


x dx 

Xi+^y 


等等。 然而定理 3 所表達的收傲判別法，雖然有大 ffi 的具體應用，但畢 
竞還是比較粗糙的判別法,因爲利用這個判別法（由它的敍述本身就可 
以看得很淸楚)只能够判別猜分是否絕對收斂(在适一方面，更爲有效 
的利別法也是不難得到的） a 因此，我們還要引進另一個在實質上更爲 
精確的判別法。 






数學 分析荫 「月 敎程 


定理 4. 却岑《>0/>0 ， Yfm ^> a 乎 早亨爭 

橋一 f 間正常 數6 A 在，使得對於二铋 b>a im ： . 

**•*•• • « _■_*■» * • 

b 

' y ^(^") dx I < O t 

a 

月 .! i 轉 



.亨令 

3S 

^ { P { n ) 

a 

於是 

I 否 （《) I <0 (a<x< + oo). 

於是，根雉分部楮分法,得到： 


如果現在遽 w 無限增大，則冶端的第一項趨向於累，因爲 
! 1 ( >^°°)> 


乂按照函數的定義，=0。至於右端的第二項，則當時 
以穡分 


« do ) 

a 

爲極限，這裏，這個稱分由於《>0與 IH ^) l < C \ 按照定理3是 L 絕 
對 :) 收放的。因此，極限 




第六煞 第二十 jT 卓廣起植分 


&06 


iim 

J J W - 

« a 

# 在(它的値鱿等於絕對收斂積分 ao) 的値 )。 

利用定理 4 ， 不難逬 明人蛩的，在各極备樣的應用中起着重要作用 
的積分的收斂性;積分 


J si ^^ ai) 

0 

就是适 m 積分的一個典型。根據定埋4 , 這悃積分收敖，因爲 

SC 

i j sin i[dw I = [ 1 — coa S ： j ^2 (0<C®<!! + 00 ). 

o 

我們可以箝明秸分收俄的 ( 或者另一愐說法， 

的），換句話說，積分 ~ ~ * * ' 

a 

(®>0) 足發散的。闶爲我們永遑有 | sin a ; | > sink ， 所以极據忠較原 
則(定理 2) ， 只要證 明賴分 

( 12 ) 

a a 

發散就行了，佴是楨分 

f (13) 

a 

跟槪分 (11) 是同一類型的趟分，只耍用一下定理 4 就可 以證 明它收斂。 
闽此 , 如果 : 橫分 (12) 收斂 , 則加上禎分 (13 〕之後 , 它們的和,也就是 



5C6 




f — ， 

J 2」’ 

a 

也應誌收斂，然而适是不茁確的；闲此，秘分 U 3 ) 發徽，從而橫分 ( 11 ) n 
是條仲收歛。事實上，所有的糙分 



都是這樣的， M 要 0<«< i o 

關於練習可以參承 B . n . 捷米多維舟的習題集，第四章，習題 108 , 
10ft , 111,120 o 

在整谰适一節中，我們已經不止一次地看到無窮鈹敷與廣義辎分 
的類似之虛，怎欉在磘定撼窮賴分的基本槪念與建立無窮 賴分 的速要 
性質時起要的作用。現在我們來指出，由廣疏 ® 分的槪念,反遇來 
也可以對無窮級數理論怍出具布頭等價値的結論；利用廣義賴分的槪 
念，我們來建立一個同號銥数的收斂判別法，在許多*淸形下，道個利別 
法的效力以及纟 t 體應用起來的便利都要超過在§ 68中所證明的一切 
初等判別法。 

定理 5 ( 級姣的哥西牧做判別法.:)。，假定 f ( Mwz - 4 mm — 

fisi ^ a «□ 'iddtm 

f (^) +/ (作 +1) + …十 / (a+ /◊ 十… (14) 

mm t 

^ / ⑻心 (15) 

a 

㈣ 咚聲亨咢„轉 c 

'* mn ' A : i ‘ i ： . fe ) 是不增的，莳以當 《+& <。< /:+1 時， 
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a+?j+l 

f ( a -^ I ： y ^ ^ j \ x ) 如>/[>+办 + 0 (^ = 0, 1 ? 2 ? …）. 

r.t -\- li 

把迢拽不等式按照々從 <) 到抑加通來，我們将到： 

n o：-frt + l n 

2 f(a + k.)> ^ /(a:) 乏 /0 + 及 + 1). 

7d = 0 fi 二 0 

如柴梢分 (15) 收斂，則當 nsw 時，道個不等式的中間 U 保持冇界；它 
的右端就更有界，由此可見正项級數：: 14) 收斂。如果分 (15) 發散，則 
中問項常 ^從 時鱿無限增大；而左端就更是如此，籍:說明級敦 （ 14) 
發散。迠就證明了定理 5 。 ' 

，6.在§68中，我們考虛過非常®要的一顔同胧铍 數： 

古 + 告十 …+ 古 +… （ 1{3 ) 

並且證明了常 s > l 時級數 (16) 收敛，當 s < l 時駿散。利用定理3,敍 
數 (10) 的收啟性問題立剔可以得到解決。在定理5卟 ^ a = l ,/(» = 
我 俏知道 ，級数 ( 16 ) 收斂與杏跟糙分 

^ x~ s dx 
\ 

收歛與否相同，而後名常 s >1時收斂^ <1時發散。 

0 7. 我們來考憊更 爲精密的關於 

2 T < lnn )= ( 17) 

型极數的收敛問題，淇中 s 是一個實常徵。不雖驗證，當 s >0時沒有 
—m §68中的判別法能解 決道頰 :极數的收斂問題。口是利用定理 3 , 
记個問題坷以很簡單地得到解決 3 令 a = /( X ) 二叾 _^巧 3 :於是级 

駄 U 7 ) 的收斂性與積分 ' 



數析 m 明敎稞 


r dx 
J a: (In ^) r 
2 

的收敛性等價。 佴因爲 


⑽ 


du 

c〔ln it) J 


(In lna— In In2 


㈣ 〕， 

0 = 1)， 


所以積分 (18) 當 S >1 時收歛(它的値等於^一以匕2户)，當 S<1 
時發散;因而，极數 ( N ) 也當 8>1 時收斂，當 s <1時蝥散 ; 這樣一來， 
特別是級數 


發散，級數 


2 


(In n 


收斂。 


y __L_ 

n la 11 n 


進一歩的練習可以參 ® B . II . 捷米多維奇的習題集，第五章，耆 


題 M ,， 


S 108 . 無界函數的精分 

到現在爲止,我們在確定積分槪念時，總是假定了被積函數在整個 
積分區間上是有界的。現在我們來看一看積分槪念的這欉一棰 推廣* 
這稱推廣的主要之點就是在其些情形下允許截聩函數無界 。赃 
% 107中一樣，我們從簡單的例子開始。假設在區間 (0,1) 上確定一個 
函数 /(») 如下： 

f (0<«<1), 

/(s) V 

t 0 (®=0). 



:治丈 結 苐二十 也阜 鹿哉楨分 
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因爲當時, v ；^ 無限增大，所以函敦/⑷在區間(0, 1) 上是施 界 
的 = mm /(«) 在《；=0有一個閊斷點，佴是在區 iiBCo , 1) 上其他的點都 
是迚賴的。它的躅形如屬67所示。顯然，對於無論怎樣小的我 
們都可以在區間0, 1) 上擠分函數/(30,並且它的積分 
1 1 

/(a)da = ：^?_= (2!/'"«) |:=2(l-Vl") (]) 


鱿是圖 67 中帶斜線部分的面猜。當 * 減小時，這個面積不斷地增大;如 


果則帶斜線部分無限制地向上 
延伸；然而它的面賴，如公式(1〕所指 
\ m , 並不無限增大,而是趨向於極限 
2 C 很自然地，我們就把這個瘙限了解 
作在軸的區間 (0 ,1) 之上，曲線 
之下的 區域的 面積。 在這個 
幾何說明中,我們又遇到這種事情，就 
是我們可以很自然地賦予一個無限延 



搀的圖形以有限的面精 ； 其實，只要 H 6 T 

比較一下躅67與圖66,我們立刻可以發現這兩個圖形有非常相似的 


地方。 

至於就純粹分析的語言來說，則亊惰是這欉的，我們不徙够利用稂 


分 


| f{x) dx 
0 


來確定我們剐才談到的這個面精，因爲被積函敎在區 te ( 0.1 )上無界: 
佴是我們可以算作适個面掼就等於掻限値 - 

iim f f(x) dx ； (2) 



适 菸, 對於無論怎燼小的 c > o t m ^ 


£, 

都是有意義的，因爲被 ffi 函數?卜:糈分區間 U，1) 上連續， 

極阳 （ 2 ) 稱爲無界函數從0到1 (或者在區問 （ 0,1 ) 上)的 
(庾義)賴分，乾肫铳記作 

1 

j /(>) 乜_ 

0 

纪裰一來 ，我們 铣可以 

r Jim 

J V ^ s^O 

o 

現在我 H 來考虛一般的定義」假定函數 /(# 確定在區間 O, W 上， 
又無論 c>o 怎欞小,它在區間 W+ f ， ㈠上都是可植的 （ 因而包是 W 界 
的乂佴沿在整阴 區間 （％ 0上無界。於是,如果極 m 

b 

lim f /(^) d% ( 3 ) 

6^0 J 

rt -f s 

Am , 哉們瑰把适個極限稱爲花區間;上的（廣韻） 

g 亏 ，簡 m 地記•作 . 

6 

^办)虹 (4) 

a 

记昭， 秸分 (O 獬爲是收斂的；莅極 K(3:i 不存茌時，我們說概分 (4)^ 
散， M 時它沒有敷値。 ' 

’ 以上測 ㈣ ，稱分槪念的道個推廒，是在被鉛函數随分 KRB 
上一間點的豁近無晃，而在這倘 K 間的其他部分有界而 it 柯程的愦形 
下採廟 夂持別在我們的例子中，隨後在我們一般定 SHs 這個“例 * 




洛六 S 迖二 - i ' K 草 


sr 銳是務分 k 閲的左规 m 然而，很淸.楚，這個定義可以很自然地推 
廣到 :: 例外 sr ; 是在镇分區阳上任何位 耑的情 形„例如，如装阖敦/々） 
對於仟何 «>o 部在區間 （《，f>— 0上〕 >r 殺，倂是在盤 m 區問 （《j) 上無 
界，又如采嵇分 

b — t 

j " /⑻此 

cl 

常^0峙趨向於一個瓯限，則我們可以作爲定義令 

h b ―^ r 

▽ d 卬； lim 《 f (^) d ^ } 

a a 

飪 i3 岛，例外點就是祯分 IS 間的右端點&。最後，如米 r® 钝网外點是 K 
問(《, &::|的某一個内點^搜-句話說，如果函數 /O): 無論«1>0與 £2 >0 
怎馐小，都往區間 O，- O 輿 h ㈠上可:横，則我們可以莳接箅作 

bob 
j" /(a;) da:- ^ f(x') daH- j /(s) dx, 
a a o 

其中 在端的兩個糙分都是以賴分區間的端點 C 作爲例外點的廣滿秸 
分，因而我們可以認爲它們攰已經確定 丁的。 常然，在适個 f 締，嵇分 
6 

^ /!>) (fe 

a 

肢斂的 必要充分條件就是下网兩個極限同時存 在： 


iim 

f L -^0 * 

、 f(x') do) = 

\ /(»• 

b 

b 

Iim 

\ f(x)dx = 

f /(«) Ax. 


茨們已鞞注意到，在被嵇®數爲正的情形，無界函數的植分問題的 
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數 摩 分析苘 ㈣ 软荇 


幾 H 說明，跟我們在§107中所沭的無肪 粒分的 幾何説明很相 M 。 其 
實不難證筲，在适兩個問題之問，苟翁密切的純終分祈的聯槃。例如， 
假定函數/⑺)花積分 區間的 左端點 a 的鄰近足無界的，於及 


f ( 、 X) dx= Hm \ /(^) dr+ 

e —^0 *•】 

a-{ e 


作變蛍替換 仏 a + 士， 就得出 


/(^) dx ^ V / ( a +」 




vjy - 


^(■: f ' <^- y , 


3 t 中我們令 


9 , 0 i /)-^/(«+ y ). 


因此， U ) 式給出 

丄 

b f do 

\ /(«) d ； y= lim t <p ： y)dy= 1 (piy') df. 


⑷ 


所以，無界函數的镄分在經過簡 m 的變量替換之後，就化成了無船厭 
分。利用賴分槪念的挝兩個椎廣之間的這稱聯繫，澍於€ ]07中得到 
的第一型積分的毎一個性質，都4以對應地将到無界函數愤分的一洞 
性 H 。 因此，無界函數稱分的某本理論的整 I 同輪廊，都可以按照§ 1 W 
中敍述的裉窮:秸分的基本理論半行地連立起來。全部命題的證明郤+ 
難採用下列兩秫方法之一做出來：或者我們完全¥行於 S 1074 1 的論 
iHK 在絕大多數情形下，它們是平行於無窮紙數理論來做出的)來 m 新 
做出适些譖朋，或者利用我們上而所說的稱分 變贷的 替換，把我們要說 
m 的命題化成無窮横分中的相應定理，然後再引用無版積分中的道個 
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相應定理。 

與§ 107中的定理相踮的下列定理成.立（這裏，在所有的®'形 
下,我們都爲了確定起 M 假定 對於無 論怎樣小的^>0被粮函數都在 te 
問（时6 ㈠ 上 有界， 4賴, ffts ，一般說來,在整個踔間 ( 《 J ) 上触界)。 

定理 3 .箱 f 分 (4 ) 收斂的必罗 ：» f > o 亭-个， 
一切充分小 p 5 i >0, S ? X ), 我們都有不等式 

| ^ /(») 也 | < e . 

定理 / (比較原則)。 infT ^ a <； x^b ^ } ® m * o </(« 
冲 @)，K 中 c 足一個正常數 5 _1^|£攒分 # # 

»• *»•*•« * « • p 

& 

f* 

^ <P(x) dx 

a 

Am , 

* 

、 f(oi) dx ⑷ 

u 

h b 

\ /(^) dx <!Jc ^ ^(o;) dx^ 

如果精分 

b 

f \f(^)\dx (G) 

•j 


收斂，我們就說贺分⑷手根锿定理1，，山校分⑻的收斂性，不 
難槛出 擠分 (4) 的收敛^胃 







因爲不髄 fft; 接證明 ; 精分 

當 «<1 時牧斂，當 «>1 時發散，所以由定理2\不難推〖1!下列簡眾的 
收鈦利別法„ 

定理从 咿手 《 <1， a r^i S > «, ^Tff 芩 
.:八 s ),<“):•, mmfdmmmLmz , 
f pmE « e；j ^> o ' f (^)>( x ^' aj -, ' 

* a — 道， ^ io 7 •中•定理 4 g 〒說明 的更加 ‘“的判畑 k 可以 

钾議铺分的非絕對(候件)收斂'性，無界函数槪分的相應判別法尨 f 述 
定理。 

定坦4、*|^«>0, ^ =>« «5PSiB 免⑷ >m, 率早亨 f 寧了吧 
H 亨?兮年 / > o ,' a ^. 


m ^ 

■令 


^ 7^( s ) die < 0 , 


〜 ( l - —fi.) ,, ^(i;) d'a 


f ( p(v) fc=3>(w) (fl<l!^), 


於适 ! tf *0) I v . 利用分部极分法，我們 得到: 









6 j & 


$ 六兑 $二十五旱廣締 ; r 

b 

^ * P ( x ) dx -- 

« 叶 e 

, t 

i ^ f 

二 [―〔忠一 W r 0] I +a \ (^ —^( ir ) dx 

" O+S J 

a-^-& 
b 

公 (jz 十 0 + a-a 、 广 K 、 x) 

a + e 

(: 因爲少 (&)= o )。 當 630 時，右端第一項趨向於零 ； H 爲^>0, 
!^(0 + £ ).<0,至於第二艰， K 爲被殺函微的絕 ff 値小於 ( -~^. T . 
武中 1-«<1,因此，极據定理3’,當 卜 >0時它以收斂猾分“ ^ 

h 

a ^ (s — a ) 41 ^ 1 0 (^} 

a 

鸩搔 l 所以當 wo 時，等式左端也有（同樣的 ) 極限，道铣©明 了定 

m 4 * c 

m i. _續分 

0 

對於任窓一個常敷 A>0, 常.》0時，由洛必大法則立刻可以知逬 
栾積栌 Ins 趨向於零，這 U 要把這個乘稭表成就可以 w 出來。 
特別令\= ^ 因而對於充分小的^>0,我們有 

|ln ^! < oT [’ 


所以， 



由此可見，根據定 M f » i 絕對收徵。 
例 2. 討論積分 



數學分析妇 叨 敎 m 





其中 a 是任意一個正常數。華1於很小 的…當 時，量增大得 
很快;佴因爲這時 C 03^ ■無窮多次地在+1與 -1 之間振動^所以被秸 
函數在點 ^-0 的鄰域內無界;這個函數的阖形就是鬨68。 

變量替換《：=古給出： 

1 

1 e 

| cos 音智 | = | ^ cai 7 / d^f ! = I sin + —sin I j < ； 2 . 

c 1 

因此，函數 

在區間 （0, 1) 上滿足定理 f 的要求。應用這個定理0 = 0)，我們得 
到：積分 
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• ' x^(x) dz - j 1 c.oa+ -i 

0 0 

射於任意 ^> o 都收彰 c : 

進一步 的練留 " J 以參蒞 B . l 〖. 捷米多維奇的習題集，第四章，習題 

10 ^, 104 ^ 110 ^ 



第二十六竞看作參變量的阑數的積分 .. 

§ 109. 有限稷分 

對於客觀世界的各砘董間的數韨關係的硏究，使我們有必要揭露 
越來越多的新的函數闊係。因此，數學分析的基本任務之一,就是要我 
們能够考慮越來範圍越廣的函數族。然而如果我們僅僅 K 有一涸產组 
這個或那悃函數族的原則指示時，那當然是不够的；在我網確定 S 柯 
新的函數族的同時，對我們來說，一個重要的事情，是我們還要能够宥 
硏究這些新函數的工具，闶爲如朵沒有道稱工具，我 們的 收獲就必然地 
會只垃一些無用的東西； M 爲一個函數，如装我們不會硏究它，要祸菡 
它的性質我們也沒有什麼辦法的話,這極函數對我們當然是沒有用的。 
闪此，科學總是力求把新的還不曾研 1 .究過的函數關係與建立用來硏究 
這枰 新函数關係的工具結合起來，這稀工 it 就曾使彳等我們有可能來系 
統地硏究這呰新兩數，從而逐步地揭露出它們的 重耍性 質來。 

以前我們使用過的那些辦法，已綷提供了很多例子從:备方面說明 
了這個見解的❾富內容，例如無窮的函數級數的和,儘资它的钿一項都 
是我們熟知的函數(例如冪极數與三角級數），佴一般說來,還楚一谰新 
的，我們很少知道它的性質的函歎。而另一方面，也就是 M 個作爲函数 
定義的級數本身，常常就是一個洧方而且方便的硏究這秫函數的重要 
特徴的 XA (例如函數値的訐算以及確定對囫數進行運算的結坻乂我 
們已經知道,無窮敍數這個工具具有很多多麼有用的性質，以及极數的 
性質與它所表達的函數的怦質之間有啬多麼密切的關係。一個更加僧 [ 
得注意的例子是積分道個工具。溫們知遒，毎一個連續豳數都 有一族 
的原函數，而這些原函數:甚至於就是货於最簡單的 C 初等）函數來說， 
也多半是全新的，除去它可微以及它的導數就是我們的 E 知雨數之外 
( 613 ) 



節六篇 《二十六， P *作#箜 S: 的 S 敬的®分 


就什麼也本知道的函數。當骼，求原函數的問題的確給予了我們一個 
產生新函數的豐宫的來源;然而，不幸的是，运裰確定出來的新阄數木 
身幾乎是一點用也沒有的，肉爲，祀如說，關於 “賴分 §〗數•'我們所知遺 
的就只是它的坶教等於 士-， 軍從這一點，我們是不可能知道這個函數 
(對我們來說需要知道)的^多特徵的；特別是，這一點點知識就沒有吿 
訴我們有什麽方法能够許算積 分對數 的値。那末，我們怎麼漦來擺心 
道個困難呢?我們已經建立過一個絕妙的 q ：$ C 精分)，道個工具使得我 
們可以按照一個給定的函數去求出它的原'函'數:像我們常說的，我們已 
經給了原函數一個的定義,換句話說，利用這掴工具來描述的原 
函欺的定義是極硏究迢個函數的性質的(特別說來，它就便得 
我們可以計算原函數的値到 II ■意精確的程度）；就歷史上來說，只有在 
這個積分工具建立 之後， 求原函數才眞正成爲產生一類新的函数關係 
的 S 窗的源泉。 

這一章的主要任務,是要介紹一個新的確定與硏究 _ 函數的方法—— 
钛歷史上來說，适個方法已經表明它是最宫有成果的方法之 一 ，它使得 
我們可以笼出，並 i 細緻地硏究一系列無論在理論上還是在許多备秫 
备儀的應用上都有頭等重要意義的新的函數關係。 

假定/(^, 幻是 一個二元函數，在區域(矩形）级 （a 

上述績。在區間 U , 上盯 :意選 定變量 w 的一愐値。於是 /(>,«) 
成爲變 M ； * 在區間(《， W 上的一個一元連續函數;一般說來，嵇分 

b 

^ /(a:, u)dca 

a 

顯然依賴於我們所選擇的變量《的値，對於每一個這樣選定的《碴，猄 
分都有一個確定的値，並且，一般說來，當《的値 改鐘時 ，積分的値也跟 
荇改變；闪诹，道個校分是一倜在副上確定的《的函敦；我锕 
把它記作沪 C «) ，因此， 



於 0 
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/(^ V,) dx Cl) 

a 

铍賴函數所依賴的鳋景"，在 M 分過秤中（保持某一個阁定的値） 
垃一個常 M :， 通常我們把&叫做一個 — 猾分的値依頼於這個藝變 
a 所収的値。當然，也有可能被積賴於許多_量、， 

、;於是積分 

b 

炉（％ … ， w，0 = J K^i u u u Hf --,^,0 dx (2) 

就是所有這些參變量的函數。 

在§ 66中我們已經知道 

c ^ eo ㈣ + c . 

J U J +W 

於是我們不難求出 
1 

cos v^dx : 

J w w ， ’ 

0 

适個等式左端的積分就是兩個參變董 《 與 的函數；等式右端則給 m 
這個函數的初等表達式。 

在這個例子中，依賴於&變量奴與~的精分是道些參變量的一個 
初等函數。然而在絕大多數的情形下八2)型的積分，卽便在 
% to 對於所有的變量都是初等函數的犄形下，也都是串智亨的函 
數，因而除了積分 (2) 本身外，我們就再也沒有任何其他可硏究 
它的解析工具了。 在這稍 情形,我們铣 R 能從(2〕式出發來硏兜函 數？* 
的性質；特別是，要求出這個函數的近似値餘了這個 ffi 分以外，我們也 
再沒有別的任何工具。因此很 g 然,這稱類型的猜分的性質,以及對於 
它進；濟析運箅的法則，都需要我 m 來仔細地進行坍究，本章中所從事 
的就是勝事情 0 
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爲了簡軍起見， 我們只 討論 （1) 型迢襌只诙賴於一個參變量的積 
分，我捫的推理與結論可以毫無困難地運用到 （2) 型積分的一般情形 
上去。 

( 1 ) C «, ' 

- ’ f — ’ 只 — m «+Aw 者區間 (a, >)’ ， Wtm- 

b 

?>(n+Afi)—P(» = j" C/C®,m+Am)-/(k, w)] dx, 

a 

從而 

b 

I 屮 O+Aw)— 免 {» 1 < j I/O, u + Au) -/(^ v>) jda- (3) 

a 

因爲极據 §8 S 的定理 3, 函數 /(>，《) 在矩形进上一致速績；因此，對 
於無論怎榛小的* > 0,都有這樣一個 s > 0 4m , 使得對於這侗形 
的任意兩點(功，吻) ，（办，叫乂 只要它們的距離小於 S , 就有： 

1/02, 叫）一 /( 忠 1, lil) | <5 - 

因爲點 O , O 與 Oj + AiO 的距離等於 iA _ w | ,所以當 I Aw ；< S 時，我們 
有： 

| /(», U + t,U)~~f(x, W ) l <*. 

其中 0，) 與 0,«+ A W ) 是矩形观上的任意兩點。因此，根據⑶式， 
當1加|<8時， 

j9>(w+Aw) — ?>(w) — a) 

因爲 s >0 可以任意小，所以定理1就®明了。 

這樣，得到了精分⑴瞄於參變量《的速績性之後，我們就有可能 
來求函數尹 &) 在區間 (《, 扪上 (或者它的分上)的積分。精分 
({ P b 

jj* fp(tt) du- = /(^m) ^ ⑷ 
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数，分析簡明敎趑 

(在假定函齩 f (為 吣在 區域淡 _ h 速賴的條件下)緦是有窓箱的。'我們 
ti 緙知道，函數級數是否可以“逐項”精分，換句話說，是否可以在求和 
的符號下农賴分， &— m 达 有重大 意籤的事情;同欉，對 （1) 型的函數 
來説，是奔可以把對於 w 的 k 分放到寧暫 sm 兮❸亨譽了宇，也是一 
個極端逋要的問題。闽此,我們現在扇侖題4，’ 巔4(’4)-是^•根本就等 
於積分 

b a 

U / o ， m ) 山 , - \ d «, 

u a 

而只是進行分的次序不一欉 3 逞跟在區間 （《, 0上的函數极數 

2似 (>) 
li=zl 

是否可 B 逐項校分的問題就是等式 

b 03 oo 

ui,(_^) I dx^ ■- IS .t.u.(x'} da 

a h =1 _<t 

是丙成立，也就是改龊對於 a 求和與對®求精分的運贷次序間題完全 
一龜 因此，在蹣於^的嵇分符號下對《求函數 9 C.U -) 的精分的可能 
性，就相常於 K 數 / OmO 相繼對》與對《進行賴分的結果與精分次序 
無亂 我們現在要來證明，對於速 賴函 數來說，這個間 M 的答案永遠是 
货定的。 

定理 2 . 如果函敦 / Ovo 在矩形，货上連續，則 

**** * » 4 • • 4 * 

^ ^ h b ii 

j ^ f(^, v/)d^ I du^ Sii /o, u) dn I dx. 

Q a a a a 

„ 假定 #< jS 又 _ m , 與 M 分別表示函 
數 . f(k k 在矩形 «'< u < 〆 ) 上的下確界與上確界。於迠 
當時,我俩有 



m 六然 笊=十人卓着惟參铤贷的菡败的積分 
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y 

m(b f — ^ /(is/i!) dx^M^b 1 — a 1 ), 

a r 


因此* N 從 ^ 到 〆 進行植分，就得到 

/r u 

m(V —*')(〆 一 a'X ^ I ^ f(s} } n)dx | du 《 

a f a f 

< M (_ b f -^) C / S f ^ a l ). (5) 

利用同樣的方法，也可以證明 

h f p 

)< J | ^ fOv ， u ) 山 t } 以 ）（，一 a ’）.（6) 

a y a f 

現在用分點 

把區間 ( a , 0 分成 《 部分，又用分點 


ct — 刊 2' £ ^ ■ ■. 从 Dt 二泛 

把區間 ( a , /5)分成 w 部分。把矩形的面稽 
記作 1= C ^-^- j ) ( ㈣ 一叫^)，又函數/汍社）在這個矩形上的下 
確界與上確界分別記作^〃與把不等式〔5)與 （6) 應用到适些矩 
形，就得出 

/(^. Vi) (7) 


uy; 

^ j $ u ) du j 

工卜 1 i 

U «; t ， l « m ). 


⑻ 


由於 


fR ；i m if} r . n 

7 =^|^ JX % u ) dx ^ da = ^ ^ H ^ 如 、 j du =^ 

a « t=l * = 1 ®*_i 





數學分 析問明•敎程 


22 III 加 ，) 也 




類似地 


f(ji} ， u) du) dx = 22HI f(x, n) du I dx. 

« a i = u! 卜 , 

對道些等式的二重和中的飪一項都應用不等式⑺與⑻，我們就 得到： 

n m n m 


: T & = 1 


=1 jfc = 


i = 1^=1 i —1 h =I 

闶迪，我們要想證明它俩相等的稍分 I 與八都界於同欉的兩個界 
限之間；從而它們的差的絕對値更不可能起過道兩個界限的距 
離，換句話說， 

n m 

1 1 — i ' ^ ；i - 

i = lt=i 

如果我們把區間 i >， M 與 U ， 灼分得充分小（不要與 rt 意小混爲一 
談）， MU 根據函數/(2,«)在矩形淡上的一致連續性，所街的差 - 
就都 M 以小於預先給定的任意正數因此 

n 

2 A ^^ b ~ a ) 

i - ik—i 

囡爲适裏的 * 可以任意小，而左端與 * 無闕，所以 _T = r , 從而定理2也 
就證明了。 

現在我們來考盧(由猜分⑴確定的）函數央⑻的微分問題。 跟無 
窮級數逐項微分的問題一樣，這裘是函數 屮 O ) 在區間 U ,« 上的可微 



笫六 S ； 笫二 I : ft 作变蜜的围数的嵇 ■：■> B 2 S 

性 .. 以及是否可以把它的導數表作精分 

hj_^,vd d ^ 

J M 

a 

的問題，或者說，是否可以“在精分陇下逭行微分”的間題。踉铍數的谷 
項的可微性是一個必要條件一欉,我們 M 裏也應該事先假定在矩形没 
上偏導數 | 存在並丑連續(或若至少對於忠是可積的）。另一方面，這 
個假定也就够了，下商的定理就說明逞一點 D 

— 卜亨 f' ， 貝 .Ijf V(n) 4lf ®(tt, ft) _h®«^,¥js. 

b 

^00= J dx («<■»</?〕. ⑷ 

(S 

mm - ^ 

b 

j " dx = g ( u ) («扪. 

ft 

根據定理 

^ g(u) du = I dx^ 

a a e 

b 

=j" {fC^, ^)-/(2：, «)} dx^9(,v')~g><ia']. 

這俏等式的左端是一個連續函歎的積分，對於它的上限 i > 應該是可槪 
的，並 H 它的導數就等於300 (定理1§50)。因此，對於任意的 w 
(«<«<^) WO ) 都存在並且篚於汉1>)。這就證明了定理 S D 

以上所講的，我們總是假定積分 (1) 的積分限《與 b 都是常數。佴 
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數 ® 分•析簡 明敎程 


是在實際應用中，常常會碰到對於參變岢》的不同的値，精分限也就不 
同的情龙，因而這時 a 與&就都及參戀量 u 的函數 : d = <« ) , 6 = &卜)》 
當然，运横的橫分 


6(«) 

^(«)= f(x,u)dx (10) 

°(«) 

跟楮分⑴一欉，也是銮變 S «的一個函數 3 

現在我們來考虛這砘更爲廣泛的依賴於參變 fi 的積分的某些性 
質。在這巍，我們總是假定在矩形浼上函數 /!>,«) 連續，又函數《0) 
與 &(«) 在區間 O , 灼上也都連嫱，並且 

c « u')《b ( rt <1!< j 5). 

酋先，不難證明，函数处4在區問(^幻上連續。事實上，如杲《與 
«+ A « 都屬於這偭區間，則 

込 〔 tH.An) b(u) 

fO+A 仏）一必 （ w ) 二 ^ f(x, iH-AvO ^ /(oTj xi) dx, 

a〔w + A«) a{ u) 

因爲 

6(« + Aw ) 

\ /(% = 
a(i<+A«) 

ct(w) i ； (?i) o(«+A?i) 

= ^ /(X W + Au) 咖 + y f^Xj + dx+ ^ /(«, n + ^.u}dx, 

«(w +Am) a(u) t(«) 

所以 

^O+Aw) — 於 〔 w) = ^ /〔％ w+A 妨） da; + 

b(u-^-Au) b(u) 

+ J fCXjU ^^ u ^ dxi - J [/(X 仍 + M ) — /(% w )] da ;. (11) 

b(u) a(u) 



笫六辟 铕二十六窜 若作査铤 K 的® Si 的嵇分 


527 


當 Ai ㈠0時，右端最後的粒分的拉分限保持不變，根據在證明定 
理1時同欉的理由，它越向於響 3 至於前雨個拟分，顯然它們的絕對値 
分別小於 


.ilf|cECt^4-An) —<s(m) j , M[6(« + Au) —6(^()[ 

(其中 M 是函數 ！/(«, 2/)1 在矩形淡上的上確界），從而极據函數 
與 E>(«) 連續的假定，當畤,它們也都趨向於零。因此， 
i 4 <zi + AiO — ipin^o ( A . it —> o ) ( rt <«< j 8) ? 

所以函敦 Hu -) 在區問 (a, 々) 上連續;從而就有定理 1 的下列报廣 3 
定理 4. /(*,«> «{»)^(«) 

都在區間並且 . 

«•** « 4 . • __ 

a « uXp , («<«<#)， 

’ ’ 虫® 假定 a 蠡 <«}k 續,而且還是可 

微的，又函數 /(», 在矩形.领上有迚續的偏遵數我們要來證 
明，在這些條件下，函数在區間 (>, a ) 上是可微的，並且 
表達式是公式 (9) 的寂接推廣 3 


我們有： 

妒 （m +Aw) — 於 （ M) = ^ /(a;, u+Au) dx — ^ /(a;, d<s = 


6 (iM A «) 


6(>) 


a (« 4 - Am ) 
6 ⑷ 


rt(U) 

b U 0 


3 ⑷ 

6(«+ i «) 


J /($, u -^ A - u ) dx — ^ f ( x , n ) 


dx }-\- 


«(«) 
»(u 十 At *) 


+ j j JX 记 , u + Au) dz+ (12) 

£>(«) 

我們把 U 看作一個常數，並且令 

f p 

\ /(^ v) dx (>«#)• 
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數睪分析簡 明敎杩 


根據定理3,函數沁 W 在區間上可微，並且 

&(«) 

< p ^ v ) = C dx ( a <^</?)? 


特別地，常時 

*(») 


«( U ) 


a ( t 4) 


d ^9' C ^) = lim 二 ㈣ 

Ati 


6(u) 


&(“） 


fix , ^： ib)dx — ^ /(2： ? it)cis |, (13) 

rt («) a («) 

逞就說明，等式 (12) 右端的第一項，被 Am 除了之後，當 Am—o 時，有極 
限 


6( U) 


dx . 

J du 
< u ) 

現在來看第二項=根據中値定理， 

6{«+ A «) 

^ f(x ， An) dx —f(B, w+A m)[6(w +Ati) — 6(w )]， 
&(«) 

其中及在 &0) 輿6(>+心)之間。因® 


6(« + Au ) 

aV i 

K «) 


f(x t u+Av;) ds =/(& w 十 匕 - 6(n ) ， 


當 Aw — O 時,上式右搵第二個因子趨向於而在第一個因子中， 
K 十 An ->«， g — 吣0,所以根據函敦/(^ 4的速績性， 

/( g，n + AnV >/[6{»， m ]. 

因此， 

b(u + Au ) + 

lim-^- f f{iC- t u + Au) dn;^/^b(u) f u2l> r Cu), (14) 

Au-^o ^ ^ 

Ku ) 



m - j-M 第二十六窣名作菩铙置:的函败的 u 分 
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龙全類似地，我們有: 


lim 


a ( u 4- Au ) 

長 S /(^ A«) d^f[n(ju), iO^'C'-O - 

a ( u ) 


最後，綜合結果 （13), (14), 〔1/0,我捫從等式 (12〕 得到: 


lim 
Au — 0 


u 十 Au ) — 申(^ ) 
Au 


(IS) 


M >) 

*) t 7 'if I " 

o(u) 

這樣，我們就證明了函數#0在點的可微性，並且得到了導數 
# o ) 的表達式。道個結果可以敍述成下列命題 ; ， 

定理 3 ■ ilimKtS ： fix , ^ _ h 手寧，苹早學於《有亨績 

的偏導數，又函•數’彳 G 與間 (《’， S ) ‘上可•微 _，_4 A ' 

**_•*_» » » • » » • « • » • 

a ^ a ( u )^ J ), a ^ J >( v.)^b ( a ^ i ^ p) t 

則由橫分 (10) 確定的函數 V 0 O 在 1 S 間 U ， 灼上可微，並 K 

«••• ***** 4 • • 4 • * » • 

6 («) t 

央’ (《)= j * dx+f[b(u), «]&'(«) —/[ ctOO , u 3 ^'{^)- (16) 

«(«) 

特別 * 晴形，常 a («) 輿 b(u) 在區間 （ a ， /3)上都是常數時，我們有 
o '( w )=&' Cw )=0, 於是&式〔16)就變成了定理3中的公式(9)。 

S 109的練習，讀者可以參看 B . II .捷米多維奇的習題集，第七 
章，習題 17, 18, 23. 


§ 110. 無窮積分 

在前節中，我們考慮含遂變 a 的有限賴分時，我們曾經不止一次地 
指出，這一範圍內的間題與推理，跟腌窮辍數理論中相應的間題十分類 
n 然而只有當我們來硏究含鸯鹺 a 的無窮穡分，換句話說，硏究 
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數學分析簡明敎毪 


J /(s, u) dx (X) 

a 

型的積分時,這個類似之點才完全顯露出來（慠第二十五章中一樣，爲 
了確定起見，我們只考邋具有無窮_[^的 M 分;當然，由於對稱性，這種 
殺分的一切性質都可以搬到具有^窮 Yg 的積分，然後再搬到上下限 
都是無窮的積分上去)。我們以後就要 ^ k ， 适種積分的理論是濞出分 
析上很多重要的經典公式的基礎，本節中我們就來硏究這糚理論。 

我們假定提分⑴對於參變 a «在某個區問上的一切値 
都是收斂的 o 於是，它的碹就是關於參變 M M 確定在 M 間 ( 《，《上的 

一個函數： ™ 

^ f(x,u)dx = »p(u), ( 2 ) 

a 

正如我 ffl 已經知道的，在函數級數的理論屮（第十九章） — 

，的槪念起着重要的作用一榛，對⑴型的積分來說，類似的 
+根 本重要的意義。如果在區間(《， /?) 上的 仃何 一© w 積分（I ) 都收 
斂，那就是說，對於任意的 s>0 與區間 (《 ，户)上的任意一點 m ，都可以 
找到_—個數 A (依賴於 s 與《 ), 使得對於任意一個都有： 

j j" /(a；,®) dx J < e . (3) 

A 

一 ^ 說來，對於一個給定的*，為這個數隨着不同的 m 而不同。 iu ® 

iSf-f ^>A, ff^h) 

imkm ^ («< 二則 ¥ 們 u) 在 — •¥) 

* b « * • » « • * # * 

打释 竽。 

. •寧 .* i 慮積分 


ju ) 十-巧权 


第六篇 饵二十六箄澴作參受 f : 的 菡澉的 稍分 
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其中在的末尾，我們已綷知道 

C 1>r - ■> ■, ts 4135 ^ sii 3 fta; — 2 > cos fia?) , ^ 

J W + & 3 f 


其中 a 與是任意兩個常數。特別地， 


+c= 多. o)+c， 


其:中 函敦杳 〆=0 常 k ： > ： o 與 «>o 時顯然是有界的： 

: 孕 ,0)1<£ (s>o, «>o), 

這裏£是一®常數。因此利用分部積分法 O ，我們就得到:當 a >0 時， 


士-令 H [宇] 


刈， | 4 ，必< ¥■ 


因爲上式在端不依賴於《，並且當《4如時趨向於零，所以積分1(«〕 
關於鑫變量《在半直線 ^>0 丄一致收斂。 

一致收斂性的槪念，對於我捫所考慮的這類積分所起的重大作用， 
跟它對於函數級數所起的作用是完全一樣的。以下我們要證明的整個 
一系列的命題,衍一個都在第十九章中有完全類似的定理。 

首先，我們有類似於§ 73中定理2的一個簡單而且方便的收欽判 
別法： 

—致收斂判别法。 n ^) m ±> 

—® * j^mnk UJ ) ^ w I i < >(=)*, 

♦ 冷 ， 


o 分部植 .s ■公式應用到 te 窮穡分時, 要它的 阐端的楨分都收斂（這時®釐無限电 
大時，非植分的那一頃要趨向於 一個硿 达的梅趿我捫應該酋先窝 出敎 k ■有枝分 
O, E>) 的&式，然後再讓6無 I® 增大來虹接險證 B 
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敢❾ 分析簡 M 敎程 


、’ F ( x ) dx 

W , («, ^)- h — KM , 

+ ■ 定明可■以 k 、 73 定 S A 完全類似地來進行，道裊-對 

於充分大的2與 B > A : 有不等式 

3 B 3 

\ ^ /(s, n) ^ ^ 1/(^ ，狀） .F(k) dz 


成立。 

跟逆續函數級數的一致收歛性保證了級數和的連續性一欉 (: § 74 
定理 1) ， M 分 ( 2) 的一致收斂性(在函數 AA M 迚續的條件下)同樣& 
導到它自己所代表的(參數最 u 的）函数的連賴性： 

定理 1 . 夺平辱數 jf(Aii ) 寧 ct<z, «P BtimM) ^pii^( ： 2) 

^® rac «, >3) fi ) ±.mdo 

' i 個定理士 ••溆 ’§ 74 i ： ill 的證‘明是完全•類’似‘的。假定^>0 
是任意小的一個我們選好某一個相當大的 A , 使得 A >« ： 並丑 

j ^ /(*, M ) dx | <《- («<«</?), (4) 

-4. ' 

因爲根據§ 1卯的定理 1. 賴分 

^ /(*, M ) As , 

a 

是區間〔《•， 灼上的 《的連續闲敷，所以拇於充分小的 I A « I 

-^o 

j ^ / t ®, 时 A . w ) J /(«, w ) ^ j <- i -. 


佴足 


(5) 
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+ Au )— p (^ u )= 


(I 


A ^4 u 

f ( cc t u -{- A ^) ( ia ； — J j ( x , u ) do ；| +- 


+ j f(^ t n-^Ai^dx — ^ f(x r u) dx t 


因此根據 (4) 與 (5)， K 要 | A ^.| 充分小，就 有: 


[—^( w)j < 


^ o -^a 

j f(x, u + Aw) d®—^ f(x, Tt) da: 


+ ( ^ J'(x,u+Au)ds: +J^ fix, w) dz |<++音 + 音 = 


道欉就證明了定理1。 

因此，積分 (2) 的一致收斂性是函數 PO ) 連續的一個充分條件，跟 
极數的情形一樣,它也不是必要條件。 不過， 也有這欉一個重要的特別 
情形存在，在這個特別情形下它就是必要的了；下剡命題跟§74的定 
M 2 完全類似。 

定埋2，夺平 Six , 华早夺导誓 s > t ，《« j 3| 予寧琴， 

m ® is ： 平⑻ 2 .... 

* ' p 4 ffl . 爲“我•們假 
定叫_是_區間(《，卢)上的任意一點。因爲積分 c 2 ) 在點叫收敛，所以對 
於任意的«>0,郤有這樣一個數為杯在，使得 


/o, tt 0 ) dx<_e] 


( 6 ) 


在霞炱 ，數為 依賴於我所選擇的 點叫； 但是因爲函數 炉 O ) 按照假 

.4, 

定迆績，又函數 ( Ji ^ u ) dx 根據§ ;观定埋1在區間 （《, J 8) 上也連 
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數尕分析舫 明软程 


續，所以函數 


《 /(>, n ) dx =^< p ( n ) — J f (； x ^ u ) dx 

A 0 a 

在區間 O , /?) 上也連 0; 闪而不等式 ( S ) 旣然在點％成立，也就一定在 
這點的某個鄰域内成立。调此，對於每一個點 叫 都有某一個區陆包 
含它，在 a 個區間上的一切點不等式 (6) 都成立 s 對於區間(《，#)上所 
有的點叫建立起來的這榧區間的杀體， s 岱了區間 （《, «。根據有限 
镫蓋定理，在遠一組區間中一定有有限 個區間 s h s tr --, s „ 存在，它 
們就已 經蓋住了區間0,0)。對於每一個這稱區間 s ; ( i < i < M ) 都對 
應這樣一個數使得對於區間 Sf 上的一切點％都有： 

j " / O , M ) dx < a . 

^ i 

假定數 d 是适些數 ▲,▲,+ + ■，儿屮最大的一個；於是根撖條件 
/(0；，?0>0 我們就有： 

^ /«>，句 dx<s 

A 

廚於毎一個區間 S: 上一切點《都成立，又因爲區間 （《, 扪被區間I 
s 1( … Sn 完全蓋住，從而适個不等式對於 K 間 h，y3) 上的一切點《郡成 
立。由於 s>0 可以任意小，這就說明，嵇分 

^ /( a ;, y .) dx 

a 

在區間 （a 4) 上一致收斂。這就證明了定理 2 。 

還有跟一致收歛的函數級數吋以逐項 M 分相類似的下列定理。 
定理 3. &i4*a i fiSIflf ttftT, 
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p * p 

^ 9 (du=^ ^ /( 3 ?，扣) 


dtir d^ t 


換句話說，就是在所說的條件下,'對於 7 與 u 進行猜分的次序可以 


交換： 


p ^ co P 

^ | ^ /(k, u') dx I du = ^ I ^ /(a;, u) d ii| dx, 


也就 垃說，在一致收斂的條件下， § 10 9 的定埋 2 可以推廣到 b = + «= 
的情形 0 

^11. 假定數 A >« 是這樣大，使得當時， 

[ ^ 叫 <* (« 々 ). (7) 

A 

我們有： 

li P A ft 

^ 9(1(1 /(>， if.) dco^ du 十 f(^, w) daj du, 

a a a a A 

徂焰极據 §109 定理2， 

fi A A ft 

f (^， v： ) ^ } d ^, 

a a > a 9 

苒根據 (7) 式的估計，前面 一® 等式就給出： 

仁 A ^ 

j ^ <P(i^ du — /(^, u) dv^ dx J <te(j3 — a)* 

a a a 

运時 R 雷要唯一的一個條件;但是這正好就說明了積分 


J | ^ fix , U ) 


diQ 
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數學分析 閉 叫教径 


收敛旅且等於 V < P(rO 闶而定理3就證明了。 

a 

在运裏 ，可以 s 襖次序昀兩悃積分，只有一個是無窮積分，另一掴 
的秸分 k 間是有限的。然而在臁用中，更有意義的是那楝更爲困難，兩 
個積分都是無窮積分的情形^這類間題的一個典型例子是這樣：在什 
麽條件下 


f ( jX 7 it ) dx = W f ( s ? n\dx I du t (8) 

a a a a 

在這桌，我們不可能把這個間題討論得很詳盡。我們只考慮一個今後 
游要的特別情形,在這個特別情形的條件下，我們可以容易地建立起一 
些應用起來很方便的判別 ( s ) 是否成立的判別法。這個特別情形是，我 
們假定阄數整個區域上保持同一符號；爲了確 
定起見，我們假定它是非負的。於是我們有 

定理 4. iu® Six, w)>0 碑辱存 «>«, v^a ±mm ，冬今 I 平 
Si^o … . . 

9 >(is) f dx, 0(x) = ^ / dw (9) 

a a 

料 f v^a^x-^a 

^ ^(a;) dx t ^ <p{u) du 

a a 

^.o 

' 'mm. 我們首先指出，從我們所假定的函數史 (《) 與代 ®) 連锫， 

O ifts 以及今後，爲了簡梃起見》我捫用 •/ 來代替 /!>,«)<> 





敢六 鴆 铯二 十六牵看作 S 變&的 PS ® 的植分 


63 1 ? 


根據定理 2 ,就可以推出兩個精分〔 9 )都一致收斂"一第一個在任何有 
限區間《 0 <卢上，第二個在任何有限區間上。爲了確定起 
見，我們假定積分 


f 妒 (S) 


dx- 


收斂;於是要證明的是,積分 


< p { n } du 


當時趨向於厂或者，因篇极懷定理 3 

fr. G % » 玲 

$ <P(u) du du — ⑴/中， 


就是要證明 


Jnn iiy / 如 }^= z . 


( 10 ) 


iiU ^ a 足任意一個函數。山假設，知道騎分 
^ ^>(a；) dx 

a 

收斂，所以一定有這樣一個存在，使得 

^ 0 ($) dx = —} dx<e f 

b b a 

由此根據 /(A ^)> 0 ,就不消說對於任意的 ^>a t 都有： 

J | ^ / | 士 <£- 


(10 



mu 


數擧 分析簡 m 敎 私 


現在把數々遝得這欉大，便得有: 


〔松韨賴分 (9) 中第二 個在區 間上的一致收斂性， 這總是 讨以 
辦到的)。於迠 

b «■ 

j" | J dx<e. (12) 

° H 

把不等式 （ II ) 與 (12) 相诹，就給 ffj : 


或咨,也就是 



dx < C 2 s , 



dx <2 s , 


只要卢充分地大。由於 S 的任意性，這就證明了 （ 10) 式成立，也就是 
說，證明 了定理 4 。 

最後，我們來考慮由精分 (2) 確定的函數 9iu ) ,在槪分號下進行 
微分的可能姓問題 , 渙句話說，在什 ® 欉的條件下，函數 9°00 可微，並 
旦 


(13) 

a 

這襄，也萌一個趿函數級數的逐項微分定理(§ 75 定理 3 ) 完全類 
似的定理： 

定理 6_ 印爭存 s>c, 占 mm f(x, 

續的榀谟數又如果精分 




玷六筇 笫二十 A 带肴扪銎 铤扯的闽數的稜分 S39 


j du 


(14) 


在區間 (: 《， jS ) 上一 致收欽， H ! 油職分⑵確跫的函數 < Ku ) 在运個區間 

. 

* * . ’對’於任意-的‘目^“〜令 

n 

^«(w) /0 ， n)da? 

a 

常 n — oo 時, 我 們有： 

根據 S 109 的定理3,函數在區間 U ， 妁上是可微的，並丑 

fi 

^W=J ^ ^ ； 

a 

因此，祯分 〔14) 在區間 U ， 灼上的一致收敛性說明，在這個區間上一致 
地 


dx C^^oo). 

a 

根據 § 7 S 的定理 3 ，我們就得出結論：在區間 (《, 灼上 VO ) 存在並且 
就等於積分 (14) ，而這就是我們要證明的。 

ms . 我們以上所討説的含參變量的廣義積分，只是積分限無窮 
的惜其實，我們在這個愦艰建立的全部結果,對於馆二稲顏型的廣 
義植分一無界函數的積分，都同欉地有效，並且可以用同欉的方法來 
加以證明。 這袅我 們不去證明，甚至不去篇出這些相應的定理 T ; 事實 
上，這樣做在這裏也未必有必要,因爲這個類似之處是适樣完全，差不 
多只要把道一個情形下的 任何惟 理自然而然地搬到另一個情形去就行 
了。對於讀者來說,把本節中的全部槪念、公式以及全部定理的證明細 
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節，都類推到無界函敦植分的情:形，倒是一個非常有益的練習。 

§ 111. 例 

在§ i 09 與§ no 中，我們所講的舍參變量的槙分的理論，在分析 
中有許許多多备砘不同的應用==驻以下這兩節 中我們 要來考慮這些應 
用中最重要的一些例子。我們常常遇到這榛一稱糙分,它本身並不含仟 
何逯變量,饵是爲了求 出安的 値來，比較簡便的方法反而是：把它與某 
一個含參變量的積分聯系起來，然後苒從這個含參璲量的積分的性質 
來求出原來積分的値。本節中我們就來考廑幾個這禪:頚型的例子。 
m 1 . 求紐 

1 = ■^■―― cos i dt 

0 

助値 e 

我們考慮更一般的賴分 

1(1) inf __ L cos t dt t 

o * 

其中入是任意的一個非負數，於是 

1 = 1(1)； 

我們先證明積分 JO) 在區間0<^<1上關於1 一致收 it 首先，在任 
何有限區間 Co, £5〕上，例如在 (0, 0上，橫分都無疑義地一致收歛，因爲 
從不等式 0<1 -卜 *<« 不難知道，被積函數當 t^O 時在上 
關於 A —致有界^ 

因此，餘下來只要證明，積分 

—^- COS t (tt 

t 





m 六觭 听二十六，》 fKS .® S 的 ffi ©的钴分 


S 41 


在區間0<1<1上關於 A —致收斂„佤道可以直接従下面兩點推出： 
1) 稹分 


1 

收斂 (§107) 並見不依賴於 A ，2) 積分 


, t cos i 


-dt 


在半軸 \>o _ h —致收敛；這後一點的證明跟我們在 § 110 中所考鹿的 

drt 


sin ( 


的一致收斂性的證明完全一樣。 

因此，馈分在區間0<^<1上一致收敛，因而，它在該區問上 
足入的一個連績函數。特別說來，當 A ->0 時 

逞一點我們以後要用到= 

把積分 2(1) 中的被 ® 函數記作 f < xr )' 闻爲 

坪? ’.A l = X * 003 t f 

9 X 

所以對於任 意的入 >0 積分 . 11 

0 

都在區間 d 於 ) 上一致收歛，因此，當; v >0 時 ru ) 存在，並且《據 
% no 的定理5， 


r{ 7 i) ^ ^ 1 eoa £ dt, (A> 0 ) 
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佴是，如我們所知道的（彡邮)，函数 

e_ “ (sin t—X co3 0 

— ~ 1 + r 


显 ' cos t 的原函數，並且當時它趨向於薄 3 闲拙，锻於任意 
的 A >0, 都有 


丙而，由於 7(0) = 0， 


e _w (sin t^X eoa i£j 1 ^ 

'—~' ■— i +炉 ~\ o 


x 

i +^ ; 


X >. 

7(；\) =, 1(A)-7(0) = j" J , (s) rfa: = y]n(l + A. 3 ), - 

0 0 


Ih 此可 M 


/ = 1(1) = 士 In 2 . 


m 2, ^ § 107 中我們已餒證明 了積分 

o 

收斂;現在我們要來求出它的碹 D 
我們在§ no 所考 E 過的糙分 


1( a ) = ^ e-" 1 (Js («>0) 
0 


當= 0晬就等於 J ; 在§ 110我捫已經知遒，稻分 1(a) 在整個半直镍 
«>0上一致收斂；因跆,裉據 S 110的宠理I，函敷 i 0)在《>0連 M; 


恃趴說來. 


/ = /(())= Jtm /( a ). 
o ^ H -0 


另一方而，在積分號下蘅 a 微分吖 就得到: 



0 


sin x 
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不難泻出，根據§110的判別法，對於不論怎樣小的 e >0, it 個積分 / i : 
«> s 都一致收斂（闶溥因 Jifc 根據§110的妃现5, 
當《>0時尸〔《)存在，並_& 

I'Ca')— — I e "" 1 ain xd<s= — —~~ . 

J J 1+a^ 

0 

(這個等式可以直接證明，因爲原函數屯以)是已知的（盎看§ 110))^ 
此，加果考嚴到當《— a 日$*>吖積赴以後就得 到： 

— I\a) = - = — tg or , 

a 

因而，當 «-> o 時得到槿限 


1(0)=/ = 


因 






這樣，就解决了我們的間題。 

此外，由於當《>0峙，分部攒分 給出： 


[V-dz^ + f l-^« da! 

J ^ ® !o J x 2 * 


又因爲 


lim 

怎分 0 


1 — COS 2； 


所以常 a - >c » 時我們還得到極限 


O ta ® I I <1, SirHl /{ a ) f<J 




笟六玆 访二1 •六幸昔 m. 货變蛩的面数的资分 


于处当 ^> o ? 


f(u f t)=v,e- u ^ 1 + t ^ i 

沪 〔权)= (/(' 。忍； e _’( ue^ t2 d(^Ie~ a2 f 


^ e (0^ \ K v , l ) du 


Kl^) 


p — Ti ^ ci + 




CD 


( 2 ) 


函数史 o ) 在区問 «) 連 0, 而困数 AG ) 則在区間 （ o , « o 連镣。 
显然积分 

y <P(ju)du =j ^ e~ u2 du 
& 8 

收歛。因炖根据 § 110 定理4可得 

j ^p»d« = j A (0^*. (3) 

£ 0 

在上式中讓*->0,根据 (1), 上式左端等于 

I e -u * dUj 
e 

故当^0时趋向于 A 要求上式右端的極限，我們注意到当*>0, t>0 
时油⑶可得 

iW 


因而积分 


_dt _ 

2C1 + O 


收敛，則根据§ 110的判別法，等式 (3) 的; S 端的积分当 S >0 时一致收 
斂，因而对于«>0,它是 s 的連摄函数;特別出 * ->0 时它的極限値应等 
于当* = 0时的函数値，卽 


r dt 
J 2 UT ； 


2〔]. + 户） 2 


- are ig i 


因典我們得到 




me _ —一 ^ ^ Jt 析 n m 数 ! 


4 1 2 

这就解决了我們的問題。 

. 因此，剩下的問題只消来証明，在公式⑴左端交換积分次序的确 
是可以的。送不难根据 § 110 的定理 4 来做到，丙为在达 M 該定理中 
听有的条件都能够滿足。事实上，令 

Ii 6- li2ci+f2, = /( M ) (), 

于垃在积分区域上我們总有 /K 0>o 。 积分 


爪 ㈣ W 


dt 


的收斂性擗 iff 接証明了。最:后， 

J /(«, tyu - e~« 2 ^ ue^ t2 dt=le~^ 
0 0 
到处都是《的連績函数，又 


\ /(«, 

也到处都是 t 的連锫函°數。 


2 (l + i 2 ) 

112. 尤拉積分 


积分 C 第一型的积分） 

1 

B(y, g)= ^ —a ：)®- 1 dx 

与(第二型的积分） ° 

P ( i ) = 


都称为尤拉积分 O 。前者是兩个参变最 ?* 与2的函数，而后者是参变 
量 S 的函数 =• 这兩个积分郡确定出 ffi 要的非初等函数，在谷种不同的 
应用中，这兩个函数起若相3大的作用。因邱，它們的性質数学家曾 
經大量地幷旦詳細地进行了妍_究;特別是，曾經为它們造成了専門的 W 
数表。在本节中我們 R 考虑迖兩个函数的某些最簡單的性質。 

1. 当然,迖兩个积分都 只在那 些使它們收斂的参变 ® 的値上才能 


O BO , g 〕 与 ix «) 分別誼貝跋 P , 2 ”与 “加馬 *”。 
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砘定函欺館。因此 * 我們&先應誘搞淸楚的，就是這兩個精分的收斂饵 
MC 換句話説，所有那®使它們收斂的銮鹺昆的脑的集旮)究货是什麼 
欉的 E £ 域。在猜分 B (并幻中，常 P >1, 2>1 時跋锁函数在整個積分 
區間 上述續，從而秸分的存在，這是不成問題的。铒是，如果 p<h 則被 
秸囷數在點^=0的附近顯然就變成無界的了；常？< :1 時，在點 S = 1 
的附近也是這様。在^<1的情形，不铵卄麼樣的？，當 P >0 時，我們 
都有 （1 — a ：) 3-1 — 1，也就是說， 

sp-i( 1 ^a ； ) 3 -i 〜 2 ； p-i (s-^-o). 

因陡，根據§ 108的定理 3' 我們知道，常 1<- 1) 時稻分 
£( P , 50發散;如杲 p >0 Cp - l >- l ), 則被 T 貞函 數在點 i : = 0 附近的無 
界性並不破壊賴•分的收歛性。同榛，當 ff >0 時被積函數在 S ^= i 附近 
的無界性也不破坺擠分的收斂性，而當 2<0 時才使積分發俄：> 丙此我 
們已經得到了下面的結論:学孕 b ( p , 

q> 0 , 以後我們永遠假定這士威件成立。’至.於¥分 .rV〕，’ 則 •&’ 先，我們 
在 S 107中已經知道，對於任何》無窮檀分限的#在都不會影響到賴 
分的收敛性。 A 是當 8<1 時在點 s=o 的附近被賴函數 寧變成 無界 
的;佴因爲當時 

所以，跟前面一樣，我們知道， a# r (s) 
s>0 。 

2. 現在我們來證明，函數 B(p, 2) 在精分的收歛區域的任何點上 
(卽對於任意的 p>0, 2>0)都 Mi 鑕 3 迢可以從述事實推出：對於任 
意的正數％與？ n, 秸分 B(P, q) 在區域 q^q 0 上都一致收 歛_ 
事實上，當 9 >Po, 時，不赞是區間 （0, 1〕上的那一點，我們都 
有： 

因而，對於任意的 o >0 






r _ 扑 


數逛分祈商 m 较柽 


S s Po —Kl—a:〕n ds (P>Pd, q^lo, ) 

0 0 

類似的不等式對於横分原間 （1 - ~ 0也成立，這就證明了辕分 BCjp, q) 
在區域 p>Pu, q>qo 上的一致收斂性（參看§ no 的一致收敛判別法 
和最後的附註)。 

完令類似地，我們可以證明積分 r (8) 在區域 8 o <3< s 0 上一致收 
斂，其中&與& (〜<&) 是任窓雨個茈數（适個職•分的一致收斂區域 
跟 B ( p , g ) 的一致收徽區域的不同之 S 是它有上界,因爲，不難證明，無 
窮限的存在®得賴分在區域上不一致收歛)。由此可見，函数 
rw 在任何 a > o 都連續 。 

3. 當 s>o 時分部積分法 給出： 

r(c+l) =^~ x c e^ x dr= — K 5 e-* j™ + s a: I -' ! c- S! to = sr(s ) ， 

o o 

因爲常 a:=0 時等於零，又當 s-voo 時趨 向於暮 因此， 

r(8j-i)=^r(s) (s>o). Ci) 

® 覆地應用這個闕係式,我»得到： 

n >+ i )=< s - i ).‘‘( s — w +!) r ( s — .«+1)， (2〕 

其中《是任意的自然 ® ，又 c > n — 1 。 特別說來，當 S = «時》 
r (时 i)=«o-i)... 2 小 r(i). 

但是 


r (1) J 

0 


e~ z da ^ 'l , 


所 js 對於任意的整救 «-> i , 我們都有： 

i'(fi+ 1 ) = 5(： 

這個著名公式的重要性，主要是由於 © 給出《!的分析表達式: 



笫六篇 讯二十六争滑作萆變 mi 函戤的積分 
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M — V x r c^ x do: 


(m = 1，2, • + .)_ 


(3) 


如果我們按照通常的做法，分0!-1,則适個公式在《 = 0的情形下也 
還是 對的。 佴是等式 (3) 右端的積分究竞不同於表達式《!，這個不同 
之點就在於，它不僅趵於整数而 a 對於任何大於 一1 的數竹郡有意 
義；因此很自然地，對於大於-1的任何非整數 n 我們可以利用公式 
(3)來$_表達式 W ;-這就作爲》的一個迚績®敦給出了《!的分析表 
達式, ii •當 w 爲非負的整數時它就取通常的値。 

如果《>0不是整數，則我們可以找到适欉一個整數«>0,便得 
9 iCs < n 十1;根據公式 (2) 我們就有： 

r ( 及） = —i^) (^s — 2)..+(s —— w) ; 

因爲 0 <s - «< 1 ,所以适個公式就把在區間 (”, n + 1 ) 上硏究 ro ) 的 
間題化成了在區間 （ 0, l )_ h 來硏究它的問題；因爲»>0是任意的一個 
整數，於是我捫 a 經看到了，只要知道了函敦 r ( s ) 在區間 o < s < i 上 
的性質，我們就可以用簡單初等的方法來估計它的値，並且探求它在整 
個區域 c > o 上的 性質。 所有道一切郤是函數 r 〔 o 所滿足的基本“函 
數方程'1〕的推論。 

4. 對於函數 B(P, 3) 也不難導出類似於公式 （1) 的降低變量的公 
式。職 P >0, g >0 o 分部.積分法給出： 


B ( p + i,g + l )= j 饮 （1 —«) 3 必: 


X 


因爲 


£ KP +1= J 0； P —^(1— a ;) 
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是恆等式，所以我們得到： 

從而 

B(p + 1 . g + 1 ) = ^ | —j-Bc p + i ; 5 ) ； 

當然，跟 iS 個公式類似地，降低第一個變镦的下舛公式&成立： 


B(p + 1， S + X ) = - + j +1 ^ Kp ； 7+1). 


把這個公式應用到前一個公式的杏端，我們就得出一個對稱的公 
式： 

B 〔 p+ 1 ，针 1) = (p + ^Cp + gT 1 ) B(i?, q) (P>0： q>0) ' (3，) 

5 -現在我們來建立聯繫着 b 〔 p , W 與 rOO 的著名公式，在椏分 
B (巩？ ) 內實行下列 ® 分變量替換： 


於是 


T + i ' 


_ % 1 d% 

1 - 


我捫不難算出： 




(4) 

0 


另一方面，變量替換==去(典中«>0是一個常量)給出:當5>0 
時 。 

^ E 必=矣 J S 5-1 6 -i (Jg ; ( 6 ) 

0 0 
因此當 s >0, p > Q ， 2>0 時 



洁六坊 第二十六牮看作袅货贷的 mm 的错分 
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f du = 厂 、 P + ff ) ， (6) 

J (1 + # 切 J 

o 

公 式⑷與 ⑻就給出： 

T(_p^rq)B(p } q)^^ r(p 十。 .H'- 户 = 

0 

=1 { S?1 j e _!(tL + £> dlb |lis=i 

1 0 0 

-JU s9-i «i>+9-i e-Kti+i)(j. l( I dz. (7) 
0 0 

我們先 fi 定於是不難證明，公式右端的積分可以交換次 
序;爲此目的，我 fflR 要證明，在這鹿^ 110的定理4中所有的條件都 
E 經滿足就行了 D 事實上，如果把被賴函數記作/(2, M )， 我們首先看 
到，它 在積分 區域上迚續雄且是非負的。其次，函數 


f{s, 14 ) d-u= zi- 1 i 财十 2-i 石 du — V{p-k-q') 7 


0 0 
(參着 (6)) 常 0<s< + OO 時述續 ，而函數 


(I + s)P+a 


^ /(s, -w) ds = e _ "«i 1+ « _I ^ e=i-i e-^ dz~e~ a K^2 = 

0 0 


= r (5) Mi >- J e -u ( s ) 

(這裏在進行賴分時我們應用了公式(5〕 ） 當 0< ii < + oo 時也連績。因 
此，根據§ 1 K ) 的定理毛從公式⑺右端的稂分的存在性立刻推出積分 


m /(s,，0 d» I du 

0 0 
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條， 並且它捫兩個彼此相等，因诹,极據公式 (8) 

r 〔 p+?) go。j f AV«0 也 }rf«= 

0 0 

=^ r ( fjr ) ti ， f - i e- ,t cf . it = r ( p ) r (2). 
0 

适樣一來，對於任意的 P >1, q >\ 我們就都有了 


B (^2) = 


r ( p ) r ( g ) 


⑻ 


np+q) 

現在我例放寬尺度，假定 P 與3是任意的兩個正數。於是，根據我 
們剛才證明的結果，我們有（因爲 P + 1>1,2+1>1): 

如果在這襄我們杷®敦： B 與 r 所有的艟都用公式 （1) 與 (30 表達出來， 
則經過化簡以後我們就得到显式〔9)，因此，我們就在；>>0 ; <?>0的條 
件下也證明了公式(扒的成立 c 

适個重要的關係式首先使得我們能够把硏究函數 BCj ^ <?) 的問題 
化成硏究函數 r ( o 的問題，.反之，在某些情形下，我們也能够從函數 
幻 的性質來褐露 ro ) 的性質。 

特別說來，如果^與？是自然數,則從公■式⑻立刻知道 
b (® 

q} ( p +?- D ! 

例 1. 在很多實際應用中，常常需要知道量 


11 ) = 1 


X dx 


的値 3 作稹分變量替換我們 得到: 
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= |/冗 (10) 

0 

(邊 W S 111的例 

m ^ 尤拉秸分的理論使得我們能够很容易地計算 t 面這褪在實 
際應^中時常碰到的掼分： 


-Anm == ain rj ^ eos r,，! x dx, 

0 

其屮 n 輿 w 都是非負的整數。變错#桢 siD ^ = ^. 給出： 

A,m=— T ^ 3 (1— 2 dv> = 1 h(-^—, : 

2 J 2 \ 2 - 2 / 

0 

_1 m 件） 

2 r (1 w + i ). 

在這個表迮式規函數 1’ 的自變棗的値或者•是一偶整数 ，或者 '是一個整 
數的一宇，囚此利用關係式⑴興 uo ) ，函數 r 的所有這三侗値都可 
以訃览0{來。 


§ H 3. 斯恃林公式 

在§ 112中我們#到了公式 

= ^ x u e- v dx ； (I) 

0 

衡於整數《>0,适倘菸式給出 *«.! 的一隅簡單的分析表達式，而當《 
爲大於 - 1的非整數時 f 适個&式就 是函數 《! 的定象 很大的敦的階 
枭, ㈣ 論約硏究上,或者在寶際的計览上，都起备重要的 作用浪 




m 分析幼 明救糂 


是，莳爲很大的數的階喿，按照它的定義，是一個很镬雜的不便於估計 
數龌的東捋，不要說它的精確.數値，就連它大小的級我們 也不曾 直接农 
出來，所以無論對於理輪威著 實際應 用來說，當 m 很大時，來找出一® 
嚴《!的旣簡眾而又便於怙計的近似表達式，是一 件很齑 要的爭情，公 
式 (1) 本身並不能作爲适嵇表達式，闲爲 fl 於直接怙 3 f ■說碴來說，它還 
不够明顯。佴是，极據表連式 ci )， 我們可以導出; a 的一涸滿足全部 
要求的簡單近似公式。本節的全部內綷就是要來做這件 事惜。導 出道 
制公式:的方 法也是値得注意的;在這個方法的基礎上來诂計積分 ( 1 ) 的 
數値的步驟，可以用到分 析的另 外一呰問題 上去。 

猗了淸楚~見，我們把推演的步驟分成幾捆階段來敍述。 

1. 首先們利用變量替換 

o: = m(i +s), dx^=n s — *~ f 1 

把穑分 (1) 化成對我們的 B 的來説更方他的形式： 


«.i =ji'i+i e-" ^ {('1 + 3)6'-'}" ds ； 
■-! 


在以後的討論中我們永遠分 

il + r：)e-^<p(s), 


於是 


w ! 6- M 、 { y j (3 )} u ds . 


( 2 ) 


£. 溥了硏究被檟函數的性質，我們現在應該對初等函数 P ( s ) 作 
詳細的分析 o 闶爲 

?’0)= —ze~'-, 

所以，當5<0時函數 < p ( s ) 遞增，當 s >0 時遞滅；在點 K = 0 笆有一悃 
極大値,等於1«炉（~ 1〕= 0,又當2>0時函數 P ⑷永遠是正的，並且 
常時它單觊地趨向 ® m rnm ^-) 的闯形大體 上就趕 _册中 
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那個欉子， 


y 69 

其次，我們有： 

hi 沪 （s) = ]n(l + s) — 

根據戴勞公式 

fy^ 

1 il (1 + S ) = 2~^-+« S 3 , 

其屮 a 是一個依賴於 E ； 的 M ， 當2->0時它趨向於一個確定的極限，因 
而，它是有界的。由此我們得到： 

In <P(s) = 一百 + 於 3 ， 

從而 

. , . nz 1 ■, 

n In 屮 ( ： 0 二 — v 公 -+anz 〜 

也就 是說， 

. 糾 a , 

\ p(^)}>^C 2 ^ms s H Q 3 〕 

我們 還記得，當 “0 時，無窮小最 y -1 與 f 等價，或密說，比値 
常 1 30時趨向於1 5 所以 

CJ ( = 1+ /St, 

其中卢常^0時保持有界。因此，如果《輿3這樣變化，使得 ^*-^0, 
則 

e^--' = 1 + fiantfl = 1+ ym z , 

其中 y 當 Ml >0 時足一喁有界景；遥榼一來，當畤等式( 3 )铁 
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給出： 

其中 y 是一個有界量 3 這個等式給出了我們所需要的積分 C 2) 中被稂 
函敦的佔計値 3 

3. 我們現在來搦定佔計賴分 

/(^) {tp(s)} tl d« ⑷ 

-1 

値的計劃。因爲阄數炉⑷常^=0時等於1,而在，積分 IR 間其他所有的 
點上， 函數僮都在0與 I 之間(參宥闼 69) ，所以當 M 很大時，除去圍檍 
點 S = 0 的一個不大的區間之外，被積函數到處都是很 小的， 而苴當《 
越來越大時,這個區間越來越小。從而快我們很自然地想到，最好從整 
個積分區間中把圍繞點 S = 0 的小區間 （-1, A ) 分出來，利用在這一部 
分襄2的饉很小這一點，我們以足够的精確性，來確定出在道個區間上 
積分的値，然後利用比較粗略 的估訐 :證明在整悃秸分區間的其他兩部 
分的積分，與我們所求得的在區間 Ol A ) 的揿分'値比較起來是很微小 
的。當然 ，這襄 數 A 依賴於 《. 痕0■當時趨向於 (K 

我們現在就极據迈個計劍開始迆行$作。假定 (5 是 | 與 f 之間的 
任何一個常數(比方說，0 = f 或若# = ^等等)。實際的訐算吿訴我 
們，最方便的是取 

\ = n~ e . 

在以下的討論中我們永遠遠様取。道樣一來，我們就把整個積分區間 
(―1， + oq ) 分成了三個部分 :（— 1.， — 人)，（― A , A ) 以及 （ A ，+ oo ); 舆 
此相應地 ，趦分 (4) 也分成了三項，下面我們就來分別地怙計它們的値。 

4. 我們從最重要 的積分 

X 

h(^:) 二 、{?(，)” ds 
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的碚的雨倍；由於;%最後迢個積分的下限等於從而报 
據，當《無限增大時,這個下限也腌限增大，因此，~整個這最後 
一個精分當《—的時是一個嫵茹小；&,從而上述等式的右踹是一個 
0 (^ 1 -)型的量。 闲此， 閫係式⑹就給出： 


| 71( , 0 _^) <3 ^ ’ ^ + 。 ( 六 .)= 0 (.元 ） 

X 

或卽 

A ⑻ = -,= + 0 ( vAr)* ⑷ 


道樣一來，對於賴分 hin ) 來說我們的 H 的箅是連到了：我們 B 
經把它表成了一個很簡單的“主 要項” 與某一涸餘項之和， S 於道個除 
項，我們所知道的，只是當 n->oo 時它是一個比主要項更髙辍的無窮 
小 Mo , 

5* 現在我們來估計積分 

— x 

J 2 («) = j" dz. 


因爲函數沪00在積分區間上遞增，所以 

/a(«；< { ) N ( I - A.) < {-P( - ^ ) } (; ； 

佴是 ■ 


⑺ 


ln^(-a.) = A+Iii (1~^) = A 
win _.\)< — 


A 十 C+. 


2 r 
纪 1-2* 

i ’ 


‘] <4 


{H - AjVre / 


=C r 2 
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其中 T = 1 一 ^>0. 佴显我們知遒(塵费 g 37末凫的例 7) , 對於 旃論怎 
檄小的敦 r >0,^ ^->0= [ I # ; 上式右端-都 S —职圯《的任何負幕(特別 
說來， A : 都要 高級的 一個無窮小楚。因此不等式：(7)給出： 

1 S ( M ) = 0 ( -六 _) . ( 8 ) 

6. 最後我們轉來怙 計獱分 

I s ( h )== j * {^( s )} ,[ ds . 

X 

在 iS 衷，最好楚苒把校分區間分成兩部分： ' 

. G ( W )= J .;( X .+ J 20 )=f {^( s )}" ds - 


在區間 u , 4 ) 上，函数 w >) 遞滅,因而在整個區間上都不大於 wa )， 所 
以我們有 •- 


■^1>)= {9 , ( s )} fl d 2<{^( l )}-(4- A )<4{ p (»>". 

x 

佴是根據戴勞公式我們不難知道，當 n ^ oo 時 

⑴ —¥+ 0( 入”， 

這就表明，當《充分大時 


從而 


lnp (>)< —誓， 

{<P(X')} a <e~^ =^e~ ^ =e~ 


( 0 ) 


^ r ^ l - 20 >^, 跟 5 的情形一榼，杻據我們就知道，當 

時 



要怙計積-分 BO ), 我們 _ fi 先注意 ，常4.時，不難算 UM + !s«^o , 
因而 ' 闵此，當价 


fix 


dnXi * 


4 'I- {J 

合併 ( 10 ) 與 U i ), 就有： 

l rt (ji)^Jf,(n) + J;»o( - 
7. 闊係式 ( fi )，（ S ), 與 〔12) 給出： 

■ TO ) = f {? J ( X)} U ds = Ji ( n ') -h 7,(?;.)+ 1 ‘ n '): 


' dx : 


W ;)〔 u ) 


：)■ 


(12〕 


°( v - n )- 


..L—J.+o(.l)], 


由此根據 (2) 我們就有： 


打 ! = « u + J e-' ; 1 (/ 警 [ 3 . + 0 ( ].)] = k.v V~ 2 ^nli + o(l)]. 


這樣一來，我們整個的曰的就達到了。我們已經把 M 這個褪雜的 
函數用旣簡眾又方侦的分析公式 

i-'C« + 1) = 5il =n»e-' 1 \. / 27cn [1 + 0(1)] 

衮連出來了。©個公式是數學分析中最重要的公式之一，它有很多的 
應用，通常稱它爲平蹦於這個公式的撒項,我們只知道，當 
00時 S 是比主要？{高級'的一胸無骷小盘;換句話説，我們的 H 的只 
要求計算斯特林公式的主要項，而不要求計較它的餘項。在應用中（特 


O M 盂證明 * 闽敏 昉位正诚，並.且常;1_>4遇增就行 0 
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別是在饩際的®用中）常常 蓝要适 秫佔計;迈褪怙針常常珂以用我們剛 
才农主要項的表連式的遐個辨法來得到，液沒有什麼原則性的困嫌;不 
週,本書中我們不能再作更詳細的討論了 ^ 

斯特林&式也常常寫成 T 列等價的對數形式： 


In 厂 (《+ 1 ) — ln(n!) =n Inn — 


+ 斜 -^-ln2^-t-o(l). 




第二十七章二重積分與三蜜積分 

§ 114. 可測的甲面圖形 


1. 引言在微分學.衷面, M 來對於一元函數發展起來的一登槪念 
恥方法，到後东(第二十二韋)被大大地推廣到任意多元的函敦；同欉， 
很 E 1 然地，積分學的那些基本槪念也可以很有效地搬到多元函数的齟 
域中來 s 首先，這當然要牽涉到把積分作爲某植確定形式的和的掻限 
适一焖中心槪念;我們知道，這個槪念一開始是從實際問題中產生出來 
的。在本章中，我們要用 it 精簡的辦法來討論有關二元函數與三元阄 
數 的；® 分的一些主要問題„全部我們在這方而得到的結果，都可以類 
推到任意多元函数的愦形，大體上不會有付麼原則性的困難。 

在一元函數的情形，讀分的範圍逋常皰是一個線段，或者在比較褪 
雜的情形也只是一組線段。當我惘轉來討論二元兩數時，橫分的範圍 
自然踗該變成平而阖形。但是甚至於我侗就僅限於考嚴那些用簡箪閉 
曲線圍成的非常簡單的圖形，很明 ffi 地，我們也還是不得不遇到大嚴的 
备式各様的這禪 :1 精分 M 域（範阖）”。這糙在一元®敦的情形根本不可 
能有的多褛性，使彳 f 我們有必要在進入二重植 •分的 硏究之前，先要對平 
而圖形的某 S 性質，做相 啬詳細 的討諭。我們在本節中就專門來進行 
這植討論。 

2. 平面圈形在最一般的意義下，我們把任何一個平面點集合 
都叫做一個平面@形。平面上的任何一點沭如粜某一個以它爲中 

心的圓內的一切點都屬 於圓形 少（蹈70〕，則我們就說點]逛圖形7 
的一個內點^勣果以點 *8 爲中心的某一個圓内沒有一個 S 5 屬於圖形 
則我們說點 S 是道悃圓形的一涸外1最後，卒面上旣不是圖形 
f 的外 ® 又不是，的内盟 I 的那植點，稱爲，的邊界 ®。 很明顯， 
(562) 
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這樺邊界點可以這様來刻劃：仔何一個以 C 點爲中心的圓旣含有屬 
於賙形^的點也含有不®於它的 

從逛個 定雜本身立刻知道，圖形，的內 
點永遠屬於叉，相 K 地，它的外點永逋也不會 
S 於它。至於邊界點，則鬯旣可以屬於，也可以 
不屬於圖形叉。比如說，如果.罗-是一個圓的 
内點所做成的集合，則翮形，沒有一個邊界 
點猶於它自己；佴是如果 我們把 叉算作是圓 
的全部內點以及圓周的總體，則道樣的圖形^榦反過來包含它的全 
部邊界 

一個 p 形的蚤部(不管是思於或是不屬於這個圖形的)邊界點作成 
的集合稱爲這個圖形的學 f (或¥亭)。 

一悃不包舍它的任界點\^而，它的一切 s 都是內點）的圓形 
稱爲一個反過來，加果一個圖形 s 含它的全部邊界點，則稱爲 
一倘 in 果我們把一個圖形，的全部內點，全部外點以及全 
部邊成的集合分別記作^與劣則讀者不難自己證明 
^與一定都是開 區域， 而妒，,/+妒與 J +逆都是閉區城。 
引理 1. ^ ejj —m ^ ^ ^ n ^ tiL ^ Pi L ^^ t 

字十莩爭争旱♦拳+心了 f ♦專_。* . 

• • ;二圖形叉的內點，另一個端點是叉 

的外豳“這稱直線段稱爲一個甲¥吵直線段。 按照 引理的假設，線段 
是正 則的。如果它的中點不$的邊界點，則很明顯，适個 
線段的兩半中必定有一半還是正則的。對於這個正則的半段我們再做 
同樣的推理等等。迢時，或審是我們或早或晚會碰到一调分出來的線 
段，它的中點已經是 圖形， 的一個邊界點(於是引理就證明了），或恶 
是我們得到一個正則的線段(區間)乾於是很明顯，所有這些線段的公 
共點 0 (§ is 引理1 )具有下述性質： mr ' f 一個以0舄中心的圓都包合 
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無限多賊正則線段,跤此，旣包丹秘於胸肜的點又包舍不思於，的 

I 佴是纪就說明"是圓形，的一個邊界點。於逛引理已經證明 

T c 

3. 平面圖形的測度在第十二章中，我們曾綷斟於曲邊梯形以及 
巾曲邊梯形紐成的圖形定递 r 商楮。現在，我們有必:要把面精的度最 
建立在更一般的$礎之上。爲了區別面校的新定義與以前講過的定 
義,我們現把不再談面猜，我們 u 談卒面蹈 i 形的亂度。這裏，要想我們 
的新定義垃以前定滿的推廣，我們應該考慮到，必賴使得對於依照我們 
過去的定笼能够計算面稻的圖形，它的测度的磘總是#在的，並且與遇 
去所確定的而嵇定全一致。 

假定給了我 捫一謝 C 惹的有界的年面圖形如靥71所示，在所 

給的平面上引兩族互相卒行的 
症氣我們适樣來安徘适兩搁 
平行庶線族，使将毎一族屮的 
甸兩條相鄰的平行線間的距離 
都一欉。很明顯，我們所作的 
Hffl 直線網把卒面分成了許多 
彼此相等的平行四邊形，我們 
把近搜半彳 f 四邊形叫做這個網 
的網眼; m %> 我們永遠將毕行四邊形邊界上的一切點都屜於相應的網 
眼:命而侮一個網眼都是一個阴 k 域。平行四邊形的較 k 的對角線齟 
然就是網服的 缸徑。 微於一切網服，這個直徑都是一.襟的，我們把它叫 
做所給的直線勘 s 的學參記作 p ⑻，或者乾脆記作汍 

蓝線網 s 的儲队^照屯們與圃形，的相瓦關係，可以一般地分 
做三類：在岛邊的網眼，它的甸一搁點都是圖形的內點; 

網眼，它的¥—¥:站都是脅形 y 的外點；锿後，所有其他的 
做在邊上的綱限（在闕71上盡有斜線的綱眼，按照它們與圖形>'■的 
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關係 ; 衷出了三铂不 ㈤ 的細泣)。 

引理 2. 释 ㈣ — 臂竽濟评，!^ 轉轉。 

mm. fisiisk«^V 

的內奔是的外撕，哉芄 m 些點不能全是内點或者全是外點 ， m 
爲杏 su ，這個網眼不是在襄邊就是在的外而了。因此，給定的網 
眼一定至少包含阔形的一惝内點』興一個外點見線段 as 完全 
在給定的網眼上，根據引观1适個線段念有邊界點，适就證明了引理2„ 
我們把商線網尺的全部在萬邊的網服的面積之和記作 
3 常然，一般說來，對於不同的〖6：線網，适個面積和是不同的; m 
是對應於所有可能的庇線網， KiT) 的數値集合顯然是有上界的，适 
是因爲按照假定鬪形 .ST 有界，它可以完全包含在某一個圓 G 之內，因 
而不論是什麽樣的商線網 A 景 h(,_f) 總不能 超過這 個圓的面撗 ； 因 
炖，所有 iS 些量厶 ) 有一既 h 確界 A 貪）。 

定理 i. f /3(^)->o rn, J. 0 (.sr 

和¥常一_，我們把定 f^U 的論斷了 解作： 费 f 於忏意的 £ >0,都可 
以找到适檨一榈 sxk 使得對於 f£ 何庇龈綱汐只要它的參数 p<S, 就 

有 ■7s(，)>J(,，）— 

因爲/(.，）是微的上確界，所以對於任何一個 
*>0 以找到 is 欉一 ffl ® 線網使得 

J « 0 O —)>/( j ! r )- s . 

直到證明終了，我們都把這個商線網队兑作是㈤定的 3 考嚴直線網 
凡的任 K 一個在虚邊的網眼 A。is 個綱眼是一個閉跖域；另一方 
面，我們知道圖形.承~的邊界逆也是一俩閉區域。又區域 A 與级沒 
有公共點，因爲網眼 △ 的一切點都是阔形^的內點„根據§灯的定 
理4,區域 A 與级之間的距離必定是一個正敷 a 製於浪:線網礼的任 
何一個在叉斑邊的綱眼 a 術 1 rw 得出 ©樣 的論爆如®我們用 S 來 
表示所有這搽得出的距離的最小者，則很明顯，直線網&的任何一個 
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{t :裏邊的網眼上的彳 T : W —點趿阖形^的邊界的距離都不小 

於夂 

現在假定 s 是仟意一個直線艄，它的參數 pOSO < s , 又假定』婭 
直線網 A 的某一個在，爹-裏邊的網眼上的任何一點。/是圖形 ，的 
內點，因此應該屬於芪線網 S 的龙一個在，梦■裏邊或者在 y 邊上的 
網眼;佴是它不可能屬於 S 在 y 邊上的鋪眼，因爲否則根據引 a 2它 
與阔形的邊界的距離就要小於 s D 因此， yi: 線網& 的任何一個在 
， 裏邊的網眼上的—點，郡必然屬於直線網 S 的某一個在 ■^製 
邊的網眼。因此 


it 基只要一個條件，就是 it 線網 S 的參數 p < s a 而這就證明了定理1。 

任何一個直線網在^裏邊的網眼的總體，顧然都整個地屬於圓 
形，。釦果我們在适個總體上，再添上所有在^邊上的網眼(這些 
枉， 邊上的網眼的面積之和我們記作 LC 义）），則我們顯然得到一 
個 圖形， 這個®3形反過來包含了整個圖形牙。因此，這统很淸楚 T , 
如果 M 形 y 可以用合拥的方式赋予一個確定的面，積，則對於任何一 
個商線網 A 這個面積必須介於 J〆 ) 與 ..7) + K s (^ )之間„可 
是我們剛剛#明了當的時候，* IsCST ) 總是趨向於一個確定的 
極限。因此，如果包含着圖形 f 的面積 JT ) 也趨向於 
M 同一極亂則我們就可以很自然地把這個極限算作，的面猜,或济 
我們現在寧顺說，算作圖形，的在這稗情况下 f 圖形歹本身 
葙爲是 y ® J 6 tio 因爲在任何情况下^ he 叉(定理 1) ，所以 
要想圓士, V 是可测的,我們必須而且 R 須有： 

K s ( S r ')->-0 ( p ->0), 

換句話說，¥ y 

㈣ . 

' 阖形叉的測度榦是我在上面確定的董 A ^)。 
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4 .可測 la ® 的性質至少龆於 h ! 形， i 與歹，之一的那秫點的 
全體，稱：雨偶阔形之$ ^ i ^ ^;仿览，可以確定任意多個 h 形 
之衮!。 ® 庳於1!形 .^1 又於腦形 y 2的那嵇點的全■體,稱爲，1與 
,^1 ，& o ; 适 個宠谢 Mj 樣可以不經任何改變 
谢 e 廣意多枭&情形。 

定理 2 .中乎_乎 SriMWi ； mm ,^1+^af . 

uk '^- iMsr ^ mtmkmkk ', mu * ‘ 

iCiTi +. yO ^. ZC ^^ + iX . Pa ). 

—]) _形.歹^或的內點顯然也都是圖形 + f 2 的 
内點： mmm 身.货、的邊界點戽旣不可能是的內點也不 
可能是 y s 的内點„吋是，它又不可能同時是這兩個圖形的外點，闶 
鸩如果是這欉的話，它就應足闘形，歹:+,的外 鲇了。 因此，點 i 
必然是鬪形 與2中至少一個的邊 界點。但是道 欉一來，任何寂 

線網《的侮一個花阖形賞纤賞 2 邊上的網服，就龆當或滿•是在 
的邊上，或者是在^ 2 的邊上；因而寶於 cr: 何直 線鲥 &都有： 

K s (^!+ ,.^ 2)< Kt ；( ,：^ l ) + K s ( 少 S ) . 
fH 是闶爲阖形與， 2 都是町脒的，所以當 P - Ki 時， KsiS ^ i )% 
K s ( .笑 2 )槪趨向於審；因此上述不等式就說明 

Ks{_S^~ 1 + ^ 2 )—>-0 (p—>0), 

而這也就表示圖形身^十 y 2是可測的。 

2) 現在假定圓形#：1與7 2 沒有公典的内點。我們考慮任意一 
個直線網 s 的某一個在圖形 ^-i+^ s 裏邊的網 m 很明 m , 網 
服 A 不可能同時在圖形，酽1與.，!!的外而，因爲否則，它就也在圖形 
^i+^ 5 的外而。固此，綱眼 △ 應該至少對於 ,sri 與冗 2 兩個閫 
形之一，或者是在襄邊 ; 或老 •是在邊上，因而 
Id .^1+ ,^0<^(.^1)+ Kn(. .WXW 、 + /C 9 ( ， 2〕- (1) 
0爲身' 與沒有公其的内點，所以所有在，泛 *1 峩遴的網眼與在 
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7::裏邊的網服之和其有瓯楮佴是阀爲侮一個 
is 稱網眼顯然都 在阔形 ，冥 i 褢邊，所以 

: hUD+M .: ， 0 ( .，"1 + W 2 ). (2) 

從 （1) 與 (3) 就 得到： 

J® ( ， ! ) + 厶(心 ) < Js( .S?" ! + ,F 2 )<./s ( ,，1 ) + JCs 〔 f 1 ) + 

+ -?s( a) + Ks{ ,W s). 

把直線網 N 取得趑來越細密，妝注意到，這畤候 

I(..^~i + ^ 2 ), K s (,^ !)->(), /G(.^ 2 )-> o , 

闶此，取搔限後，我們就 得到： 

這就是我們所要證明的。 

mm , 定理 2 可以用簡單的歸納法商接推廣到任意多惘圖 形的 1 淸 
形， 

定理:: j . 

』應；&^：阙形.，： (與 中至少一個的邊界點；事實上，點 j 旣不对 
f 运是$3的外點 ; 也不可能楚.穿 * 2的外點， 闪爲 杏則它犹要是：!..承一 2 
的外點；但尨它也不可能同時是适雨個阏形的內點，因爲那馐，它也就 
是# 2 的內點了 c 闲此，阔形的邊界點 ] 必然或者是 
y 丄的邊界點，或著是 y 2的邊界點;因而對任何一惘 i £ 線網 s 來說， 
在 : JT S 邊上的揦眼，必然或索是在 ，： t 的邊上，或者是在 . ys 的 
邊上;迢就給出： 

私（叉 1 .，2 ) </G (叉 1 ) +【< 叉 a) - 
由於與 A 的可测性，當 P -> 0 時，右端趨向於霜； i3 說明左端也 
是记欉，而 m 就證明了關形 y 3 ,i ^是可 M 的， 

定理3顯然 也可以 立則推廣到任:盘多 個可 测岡形的奁界的情形。 
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定理 4. f f f 

f / l'M s # 兮•雙孕'孑 

# I>o 多*麼*小'， r - s fcW ^ k ^ ,>c s ) •▲包 W 在:有.限¥平-行‘四4 

' . 

’ _ ,4^- *i) i>iiJ mkkm 又 s 是一個直線網，它的 

^是^磉小，以‘士 _ 

K " s (^)< e . 

S 是直線網 S 的所 有在# 蟲邊以及在^外面的網眼與蹋形^的 
邊界的距離的下確界(根據§ 87定埋4, S >0〕。 於是,點集合 ^/( S ) 旣 
不可能 M 於直線網&在^褢邊的 網眼， 也不可能屬於它在^外面 
的網眼，所以集合^ ( S ) 整個包含在 适個直 線網在^邊上的網服之 
内，而後者的面積 Ks {^ ) 小於 h 

2) ^ tt 0 如果對•於直線網《我們 有 / XS , 則這偭直線網在 , f 
邊上的網 kk & 郤包舍在集合 ) 內；所以如粜定埋4的條件蔺 
足，則不赞£>0多醚小，只要 P 充分小時就有： 

Ks (^)< s , 

由此可見，圖 形茨- 是可测的。 

足理4具有一系列的£要推論。假定我們把一個可測 H 形分 
成 W . 有任意形狀的若干部分，玆些部分仍0叫做網眼 3 闊於這些綱脱我 
們只要求它們都是可测的，又悔兩個網服都沒有公其的內點。假定用 
KT ) 來表示圖形^的分法 T 中網眼的最大直徑。在裏邊以及在邊 
上的艄眼的定義照舊(換句話說，如果網眼的铴一個點都是圖形的 
內點，這個網眼就叫做是在 ® 邊的；如果不是這檨，就叫做是在邊上 
的）。 我們用 ) 來表示 C 關於圖形7的〕分法在裏邊•的網眼的 
测度之和， J (没^ ) 仍然表示圖形 y 的測度。 

MM S . 如果 閫形 叉是可測的，並丑被分成可测的網眼，财當 
/ J -^-0 時，有： 
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說得更詳細一點，就是：對於仆何 e>0 , 都可以找到這樣一個 
S > 0 , 使得只要 p{T)<S, 铣有： 

m p(r)<s 時，分法 r 的任何一個在 邊上的 網眼的任何一 
點都崩士定埋4中的 m 合 ^/(s)， 這就說明，只要 s 充分小，所有在邊 
上的網服的全體就包含在有限悃平行四邊形之内，而這些苹行四邊 
形的面檀之和小於£。因此，在邊上的網眼的测度之和小於 f <»。佴 
是所有适些（在裏邊的以及在邊上的）網眼的测度之和等於 j (^) 
(定理 2) ;所以在裏邊的網眼的測度之和 a ( ， ） 與打， ） 之差小於 
g 這就證明了定理心 

6 -可測圖形的例子現在我們來證明，有若干類包羅得相常廣 
的，多少應該算是簡單的圖形，都具嗬可测性;並且在它們中間，那些戕 
們以前已經用這糂或那稱特殊方法求出了面®的圓形，我們還要證明， 
對它們來說,测虔與面積完音一致。 

引理 s . flails ： b) 

f-T $>o, s m 

nk' 予 f 6 >o s 

. 孕 —.,， 苓宁•甲 疮.—、*带 

«□ 

把區間0,&)分成叶等份，备長 ^^= s ， 叉假定竹選得道 
樣大，* 4得函數 f ⑻ 在任何一個長度小於或者等於$的區間上的振 
幅都不超過匕假定分點是… 於是從-為 - i = $ 


& 嚴格地說，作爲這個論龃的 基礎， 我捫迓需要證明：1>如枭可測®形^ i &舍在 
可沏固形，則 2) 平行四邊形的測虔就等於它的面钺。這柱論 
斷的笫一侗可以訌接從測度的定茬 推出 ，讀荇不雄搵白證明 t 至於笫二涸，戈幾乎是顯然的， 
梢遲一點(定理 <3 )就會得到證明 c 





第六篇 第二十七草二重稽分輿三 重賴分 B 71 

_我們用肌與分別表示函數 /(» 在畏 S 的區間 
沿丄丨:的最大與最小値，於是，■^ ) t - 圖72) 3 

假定 MW 表示曲線没=/(4在的那一段。於是很明 
顯，年面上甸一個到弧的距離小於 S 的點，都應該位於 1) 畏條 
炮_ i - S < a :< s !.. + S 之内； 3 ) 畏條叫 —S CyCMji . + S 之內，換句話說 ■ ， 
位於 JS 形（為十 S , wu — S ) 之内，而這個矩形 
的面極等於 

3S(M h -m. h + 2S')^3 S(* + 2S); 

對於符一個 i (!<^< n ) 都有 ® 梼一個矩形，所有這些矩形的面精 
之和不超過 ;} S r ^- SS'i n = 

3(6-&)( e +2 S ), 這就説明， 

只要£充分小又《充分大 
時,它就可以任意地小.因萁 
全部這些矩形蓋住了集旮 
^(8), 所以引理3已經證 
明了。 

現在假定圖形 .穿" 的邊 
界是這樣的一條閉曲線，适 IB ^ 

條曲線可以分成有限段使得毎一段的方程或者是某一個 J /=/( s )， 或 
者是某一個 ^ v { y ) a 我們把引理3應用到這條閉曲線的毎一段，於 
是我 ffl 立刻看出，常 S 无分小時，對圖形賞的整個邊界所做的集合 
( S ) 可以被有限個矩形蓋住，而這些矩形的面積之和可以任意地 
小。根據定理4,這就推出了下述的定理。 

都可以用方程 i = Vk , ^' Piy^^-kk 

»««__* ♦*_»» * 4 4 

m,mum ^ 

* 我們在第十二章中已經會求面粒的曲邊梯形 
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都是可测 ( ViN 並見澍 饵一跑适漣橄形來說,它的測度都與我們用第十二 
章的方法確定的面洁柑等。事實上從定理 fi , 酋先可以椎出好個多角形 
都迠可測的 ■> 特別是,任何矩形都是可測的，囡而,要想確笼它的測度， 
我們可以選用 K - 有任何兩悃方向的兩紐平行商.線做成的直線網；常然 
不妨敏取牢行於這個 ® 形的兩邊的那些直線,於是我們立 M 就看出，矩 
形的測度典它原來定義的面秸的確相等。由此，再根據定理 2 ，我們立 
刻推出，對於彳 T : 何一個由有跟個矩形組成的圖形，這個結論也同樣正 
確。 佴是，在第十二荜蛊，對於一個給觉的分法 A “大和”说 T ) 與“小 
和、 ( O 秣正是幾何地解釋作違樣一種蹰形的。因此，對於任何分法 
T , 曲邊梯形(它包含在“大和”的園形內佴又包念着“小和”的圓形)的 
测度，永遠介於與 6'( T ) 之間，佴是因爲這個曲邊梯形的也 
同®是永遠介於 與 T ) 之間的，所以測度與面秸之差的^對做 
不會 超過* ■ SXT )— 外; O , 從而當函歎 /(>‘) 連繪時 ，這個差要等於零，因 
爲我們 R 要適當地選擇分法 y 就可以使得銮 明 一 （ T ) 任意地小^ 

最後，讓我們來考慮由叁變方程 

x = 9 CO t 2/ = ^(0, (3) 

表達的曲線，其中函数？^與4都在參變 JI ( 的某個變化區間仏，《上 
迚賴並笪炅有連續的遵數，又我們假定在适個區間上沒有一個點使得 
冏拉有 ？*'(：() = W ) = 0。 假定 i 是區間的任意一點，並垃爲確 
定起見我們假定 ^(0^0； 旣然函數 f W 連給， 货就 要在點 f 的某個 
鄰域內不變跪，因此，函敦==炉«在包舍點 < 的某個區間上是連續而 
且單調的；在這悃愤形下，我們知遨 （ § 23) 在這一小段曲線上 i 是 ® 的 
眾値函數，因而 y = * f (0 .在适一小段曲線上也是 z 的單値函數。因此， 
區間的每一悃黏可以用這欉一個小區間蓋住，在這個小區間 
上的那一段曲線 (3) 或苦可以表作方程 V 二 fi ㈤ ，或若可以表作方程 
卞=/:(幻(這裏函數/!與 A 在相陁的部分上還都是速棲的）。 

如粜我們對全體這樣的區間應用有限覆蓋定理 C U 8 定理 2), 則 
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我們立剔就知道， © 線⑴可以分成 wm 個小段，侮一小段曲線部可以 
用方稃?/ =/ 3 ( sO 與」=/ 3 (?/:)之一來表 il (/ i 與/ 2 郡足連橱的 ) 。很 
據定理6,适就導出了下述命 is : 

定理： 假字哼 S , iT ，學等亨兮乎亨穿—兮，，了亨兮平 
f 导 -f 乎奉(.3)»；^ 乎 •_» + Wi)d H ) 

'mmm .V 孕〒。 . 

§ 115. 柱體的體積 

在第 十二韋 中我們曾鈮指出，在一元函馼的 * 齒形，任意形狀的曲線 
所圍成的圖形的面精計箨問題足一個某本問 I 迢個問題引起 fffl 分 
學的劍立並推動了赀的成畏與發诞；當時我捫也正是在這個問題上第 
一次接觸到贸分的槪念。莅二元函數的情形，任葸形狀的曲而所 H 成 
的幾何立體的體粒計錄問題，扮演着完全類似的角色。在這個問題上， 
初等幾何並沒有教給我們多少東西;除多面體(換句話說，完全 til 一些 
苹面圍成的幾何立體)外，它僅僅硏究了以球而、圓錐曲面以及圓柱而 
的一部分(有時也有一些年面部分)作爲邊界的幾何立體的體 Tit , 我們 
現&要從道樣一伸工作開姑， urn 對一些比較廣泛類型的曲面圍成的 
幾何立體來建立體禎的定義並茛提供出計算它的 方法。 

就像在时論面 a 的時候（第十二章〕，我們在一開始進行硏究防先 
把一般問題歸結到某些特殊類型圃形（曲邊梯形）的面積計箅間題一 
樣，現在，我們间樣把我們的注意力集中在某些待殊形狀的幾何立體的 
體馈計算上，我們 把适按 特殊的幾何立體叫做“柱”體。+難吞出，仟何 
一個多少算簡單一些的立體都可以分解成個歎不多的道種柱體，因而， 
旣然會求朴:體的鹘嵇，我們鱿不難計算任何一個不過於崔雜的幾何立 
體的體糙。 

假定在某一個卒面上 給定了 一個可測圖形颂（圖73 ) ，我們把 
個平面算作座標面 ^ or ; J 另一方面，又假定在空間中給定了某一個捉 
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佈在翮形^之上的曲而 ，鉍一 條手行 
於 0 Z 軸的直線與這個曲面相交不多 
於一個點；遠欉一個曲而的方程可以 
寫成 

z=my ：)， CD 

這:裏，我們假定函數 ZO , y ) 是正的， 
並 it 在某一個包含阖形这的矩形上 
迚續。現在從圖形必的邊界的每一 
點引垂直於卒面 xor 的葙線，把它 
延長一直到與曲面 O ) 相交爲 .! h c 整 
個這些直線的全體是一個柱面，它的母線平行於 oz 軸。這樣一來，我 
們就得到了一個幾何立體，它以圖形您爲下界限，以剛才所說的柱面 
做爲側面，而以曲面 (1) 爲上界限;我們把這樣一個立體叫做一個料:體。 
給出遺樣一®立體體賴的定義輿計算方法就是我們本節的任務 。 m 
然，這個問題與曲邊梯形的面嵇問題完全相仿。 S 桌使得愦戈變得祓 
雜的原因,主要是曲邊梯形總是簡單地以線段作爲下界限,而枯體的下 
界限則是任意形狀的可测圔形逆。不過，道砰瘦雑性是由二維诬繪統 
本身的性質所引起的：在直線上（換句話說，在一維連續統上 ) 我們只 
有一補最簡單的可測圖形,那就是線段;然而，在币面上，卽使我們 
於最簡單的圖形， 我俩也 立刻就碰到無數個各色各樣的這稀 II 形。這就 
使得我們在二維的情形，寧願一開始就考蒽以仔意可測圖形來作爲 : ‘賴 
分區域 ' 

一當我們着手實現我們的計劃彷照定義曲邊梯形面精的辦法 
來定義柱體的體藏，上述差別就立刻顯露出來 D 在那褢 ，我們是從區間 
(1, b ) (給定的梯形的下界限）的分法開始，把它任意地分成一些小區 
間。在這逛，我們自然也就從把圖形这分成一 ® 部分圖形的 tE 意分法 
開始，我們把這些部分 P 形都叫做小鹿域。那麼遺些小區域究竟應該 
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及有什麼機的形狀呢?很明 M , 在現在的情形，比起以前來，無疑地有了 
更多遝擇的可能性„可是 M 想一下，莊以前， 我們寧 願儘可能 對小區 
間 的選採 不加什麼限制 〆 爲的是使得我們的理論的確能够包括所給區 
問的一切可能的分法。因而我們現在也要設法虛可能對小區域的選擇 
不加限制。我們當然應該要求侮一個小區域都具有確定的面賴，換句 
話說，都是可測圖形;還有，我們常 然還朝 S 定每雨個不冏的小區域都 
沒有公共內點;在其他方面，小區域的犬小，形狀以及相互間的位屑:就 
都可 以仟意地選襌 f 。 我們把區域的 M 様一惆分法2 1 的小區域依 
任湓次序記作△:， A 2 , 仏； 煆定 司時也代表它所代表的小區域的 
测度。 

現在,我捫在铞一個小區域 A * 上任意取一■點 （ &，供) s 乗積 

/(^ i , (2) 

表達出一個以小區域&爲底，以岢 f(,Sh 爲高的鉛 S 柱9§的體槙」 
如果小區域〜很小，則根璩函数 /■>, 2/) 的 2 B 線性，适個函數 在如的 
不同的點的値彼此相盖也很小，因而特別是與量/〔心，呀)相差很小。 
如果我們設想從我們的柱賸内控出來位於小區域心之上的那個細條 
柱，十分明顯，這個細條柱的體秸與那個以化爲底以 f(^：, 讲）爲高的 
鉛直柱體的體駆卽置 (.2)) 相差很小。如果所有的小 M 域都是很小，則 
整個 柱體的體精旣然等於所有道些細條柱的體積的漶和，它就應該與 
和败 

n 

2 f( 〜 (3) 
k — l 

相差很小。 

我們苒强調一下，我們以上所用的圓形这的分法 I ’（僅僅要求小區域 
都是可測的而_轧充分小)以及在不同的小區域上點（办, 叫) 的収法， 
兩者都是完全任 意的。 

現在，已綷很淸楚了，今後我們應該把分法 T 取得越來越“ 細密％ 
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佴是什麼叫取得越來趑細密呢? m 想以前在^ a 好，我們曾經用 ^ 
大的小 m 問之 u ay ) 跟佔計分法额密程皮' 现&，我們當然應 
該仿照潘來做。佴是，什麼德的数能够用來度钕小區域的大小呢？不 
難苟出，小區城的测度是不適合迢個要求的；因爲爭實上，我們之所以 
設法耍把小區域収得很小是爲了使得同一個小區域上的任何雨现彼此 
很克近;然而小區域的測度小並不能保證它就有這個性質(可以看一下 
小區域是很扁的矩形的 1 情形)。現在回想起我們货經把甲面阔形的一 
切可能的甸雨點間的距 離的上 確界叫做它的所以，要想使得小 
區域 At 的任窓雨勁間的距離很小， Ai 的直徑很 
小，因此，如果我們用 den 來表示分法: r 的小區域的庇徑之屮的 a 
大客，則用蚩 M2 7 ) 來衡： a 和估計這個分法的“細密程度”是很拾常 
的^當 d { T )^ d 畤而且也只在道時，我們才說 變勐的 分法 w 是在 [( 無 
限變細' 

進一歩的考嚴已經很明顯地跟確定曲邊梯形的面镄的辨法沒有什 
歴不同 r ,如果:常分法 r 無阳變細，又點(心，识)在相應的小區域上任 
湓選取時 ， mm ( 3 〕趨向於一個旣不嵌賴於分法 2' 的取法也不依賴於 
毎個小跖域上點(&，讲)的取法的極限7，則我們鱿把 s 個極限 f 叫做 
給定的杜體的體秸,並且寫作 

n 

V = lim "V /(£；■- f 7 t ) Aj ：. (4) 

啦 hog 

很淸楚，根據以上所説的，适個寫法的糨確意義全符分於我們 
it % 15中所說的殛限過程的廣箱理解）就是:不 W 々0 多麽小，總可 
以找到這欉一個 s > o ; 使得對於任意的分法 a 只要 dcn < s , 不昝在 
道個分法的小區域上怎欉選取點〔沿，饵），我們都永遠有不等式 

n 




纪樣■一來，驻體體研的定盖就笾立起來 n 至於談到 s 個體 k ! 的 
寶際針泣方法，則 上而所 說的定袭旣热公凡有姑構性的，所以在形式上 
應該货是 el 經給出了适樓一個方 不 m ， 在實際應用上 ，适 僴方法 
由於它本身的祓雜性，它所能够給予我們的東西, 灶起以 前在聯繫到曲 
邊梯形的面積定叢時的那個計算方法所能够給予我們的還栗更少一 
些。所以，這麗跟那奧一欉，我們應當認爲，提供一涸在實際應用上眞 
正合適的計算體賴的方法，仍然是擺在我們面前的一個問題 s 

當然,我們以上的时論還一點也沒有談到览货在什麼棟的條件下， 
柱體體積的定義:靜斤述的極限才的確存在並且不依賴於它的某些組成 
因素。所以在下面我們還要進 行适一 方面間題的討論。 

§ 116 . 二重稹分 

像我們過去莅一錐的惝形(:§ 14 ) 一欉，在适裏也可以列舉出一系 
列的幾何與物理的問題，這些問題的解決都是歸結到像§ 115中 （4) 式 
那種形式的極限的訐算(弗均勻薄片的質最,重心與 轉動惯 量等等 ® ) 。 
所以，趿那兒一樣，在适裏有必耍來硏究這揃極限的一^性質，並且提 
供出它的一些實赂有效的計算方法。 

我們自然是從一些彳街語和符號的建立開始。對於一個給定的函數 
/(«, 沁與一個給定的可测阔形切，如果§ 115的 (4) 型的極限存在，則 

我們把 s 個極限叫做函數尺 a 2/) mm：t 分區域”级上的一個二 

. 


^ /(«, 2，-) da - 或者 f j" /(a：, da dy. 

在第一個記法中，符號心(“而穑元紊”)應該使我們聯想到，職•分的來 
源是把極限手續用到“秸分刺” 


O 在§ ]20屮我們要紂諭某一些迓類問耝 0 
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2 ^ 

As-I 

上得來的。我們知道 ，這鹿 小 E 域狀是任意的；最方便的是把 
小區域魏収成兩邊平行於坐檫軸的设方形;於是積分和成爲 

n 

2 /(??：, V ^) 加匆， 
ft=l 

而我們上面指出的 二：® 賴分的第二種記法就是爲了要使我們聯想到這 
—段淵源，我們以後主要是利用第二種符諕。當然，這雨種記法的意義 
實在是一^的。 

當函數 /( S ，3/) 展佈在级上的秸分存莅時，我們說這個函數在區 
域您上是道裏，眷调数/( X 2/) 來說，除了要农它在職分區域 
的每一點都¥定 k ，並且在 ® 個區域上有界而外， 我們實 際上並不預先 
要求別的什麼。特別是我們沒有必要假定它連續；當然它也可以取负 
值(常然在這稀一般情形下，我們在§ 115中所說的二重精分的簡軍的 
幾何解釋就央掉了意義)。 

跟一維的情形一欉，在©立二重:積分的濟論時，仿照一維情形 
(§ 47) 所做的大相與小和起着很大的作用 3 

假定 JfcT 與 m 分別是函數 /(>, y) 在區域纫上的上確界與下確界。 
假定我們用（可测的)小區域 A 2 ，…， A„ 給出這個區域的一個任意分 
法 A 又假定與分別是函敷幻在小區域 A t 上的上確界與 
T 確界。於是我們做臟 

n 

k=l 

很明顯，這兩個和數都山分法一地確定了，跟以尙一標，我們把它 
們分別呌做踅個分法的大和與小和„道兩個和:數具有一維情 ® 的大和 
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與小和的一防性質§ 47性質 r-4" );所帘的證明也趿以前一欉，僅 
僅是&現在是可测卒而 pj 形。在那些用到區間 （a, fc) 的玆度& -o 的 
地方，我們應該用相應的區域的面秸刀來代替 。 在證明3” 中，必需•注 
意，根據§ 114的 定理& 小區域 △*! 都是可測的 D 

跟一維精分 的情形 一様，我們規 定把量 叫= ~ 稱爲函數 
/( A 幻在小區域 Ai 上的 。 不難重新證明，下列簡單闕係 

n 

S T ^s T ^^ ^tA^->0 (1) 

i： = l 

是函數 /o, y) 在區域级上可蹐的必要充分條件。這榈命題，可以完 
全仿照一維的情形來證明。 

跟一維的情泪一樣， ® 個可精性的判別準則的一個重要 推論: 是一 
切連鯓函數都可積，我們知道（§洲)，在一■個有界閉區域级上連賴的 
阐数 /(A y X莅這個區域上是了亭孕寧的。丙而，只要 d (' T -) 充分小， 
m 數/1>， y) 在分法^的任何一 個’小 kk 上的振幅就都可以小於一個 
不論多麼小的预先給定的正数 f ; 倂是 由此就推出，當 <20充分小畤 

n n 

2 ^ 4 = sZJ ; 

i >~\ k=l 

因莴 s>0 可以任 ® 小，所以關係 CO 成立，因而函數 /(>, 幻在鹿域逻 
上吋秸。 

在簡軍(一重 通分的 愉形，我們已綷湣到,對於有界函數來說，有 
限個間斷點的存在並不妨宵它的可筘性 （ § 4S 定理4〕。在每虚，可以 
用相 W 的辦法證明，如果有界函数/!>,幻的全部間斷點只分怖在區 
域级上的有限條類型足够 p 單的曲線上， /O, 幻在级上是可稍 
的。不過，在 M 襄我們不竝明這個命題了。 

二® ft 分具有一系列輿簡單精分完全相似的簡單性質；辑些性質 
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的證明多平都很簡單,也 n 要完全仿照的眾稍分的相應證明來進行證 
明。所以，我們适惠不妨只把迈些性質中的一®比較 里要的 河舉出來， 
它們的證明就留給讀者去完成了 o 。 

I 3 .如果函數 / lO , 的與 / s O ， i /) 郡在區域切上可賴，則它們的 
和也在道 flg 區域 J ; 可積，並苴 

^ [ / i (®, y ) + M ^ 2/)3 ^ dy = 


fi(^： if)dxdy+ j 1 ^ /lO. y) dxdy. 

逆’ . % 

2°. 如果是任意一個常數，又 /(A J /) 在區域切上可賴，則阄歎 
¥ C ®, sO 也在适個區域上可賴，並且 

5^/(^ V ) dxdy^k f (^ v ) 

3 。 . 如果函數/(^ V ) 在區域切：與逆 s 上郡可秸，刖它在區域 
褒1 +迓2上也可節如果您！與逆 S 還沒有恐共內點，則 

dxdy ^ /( a , 1/) d ^ ady + dy . 

4 °. 如果函敦 AO , : V ) 與 f ^, y ) 都在區域切上可猜，又如泯在 
遒個區域的铋一點都有 .匕則 


il 




v ') 械 y < 




f ^ x , y ) ( i « dy . 


5°. 如果函數 J(a ; 2；) 在區域逆上可積,則函數 I / O , sO | 也在纪 
個區域上可猜，並且 


yj f ^ y^^dy |<；K \ f (^, V )'^ dy . 
S£S : b 


0 我捫提 醒一下，在今後，轺分 K 城永速可以是 K 何 -* M 可诹 平面 SJ 形, 
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6°. 如果函数 /( 叫幻在 M 域 @ 上可精，又如果在這個區域的每 
一 K 郤有 w< /( a：，y )<il/ , 刖 

mJ )( ds d y ^ MD > 

'切 

其中， D 是 W 的測垵 £ 

7' (中値定理）.如果函數 ZO ,2/) 在閉 M 域0上迚續，又道個區 
域是“連通”的，換句話說，它的任意兩點都叮以用完全屬於區域0的 
折線連接起來，則在這悃區域上一定可以找到這欉一點 (&办 使得 

^ /(^. y ) ^ n ) D - 

%c< 

爲了趙明遝個事贳，我們需要把函數 /(> ， 2 /) 取最大値观的點與函 
数取最小値 ™ 的點用 ® 於區域的折離連接起來。於是沿着道條折 
鼠 / 可以费作是用某植適 ® 方式選擇的一個參變景 ;' ■ 的連績函数(例 
如， 可以把 A 定義作從起猢算起到給定的點猱止的那一段折線的怪 
度)。對於运 M —個在銮變盘 1 的變化區問的兩端分別等於观與 m 的 
連績函數 , 我們可以應用 § 23 的定理 3. 因爲极據 6° 

讲<去 j'j' f(a,y) dx dy^CM, 

&J 

所以在上述折線上 （ 因而在 M 域这 f 上〕，一定可以找到一個骷 U ， 7)， 
使得 kb , y ) _ y , 

而這就 是我們需要證明的。 

最後，我們還指出 U14 的定理 5 的一個重要推論，我捫在以後要 
不止一次地用到逍個推論。假定围數 Sip , v ) 在區域纫上可賴；它的 
積分，按定義，是和數 

2 
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在區域逆的分法丨的小區域的 最大直 徑趨向於零時的極限„在小區 
域中，我們來區別那搜在逆巍邊的與在逆邊_上的;我們規定用2! 
來表示所有在迤邊的小區诚的總和，用22衷示所有在级邊上的 
小區域的總和，於是 

k 

又 

k 

如果"足 N 數 |/(A ?/) 1 祁區域您 上的上 確界，則 

H / o , "0 〜 <尸2 3 Afc=jH ( 2〜— 2 户）- 

h 

伹是 § 1M 的定理 S 吿訴我們 f 在分法無限變細的情 di 下 

S △” 2 Ai ， 

k 

(後一個和數自然就是區 M 级的測度 ）； 所以，當時 

- > o , 

因而 

/(^ V) “ lim 2 1 /(^ ) ^ ) ^ * 

必 h 

定理. 如果函數 As 幻在區域必上可賴，則 

* t • • • 4 * ••■« 

\\ /(», y ) do : d2 /= ]im y f{^ h ”0 〜， 

•y d{T)^a ^ 

2i f f f 爭甲兮 ji ^：^ 级;个辱¥。 

• * im . iii 義是条和奋號 f 1 彔在必裏邊的小區域 

外，還某一迆（隨便多少）在级邊上的小區域(於是，求和符珑 2 S 




m 六篇 笫二丨'七单二诅 積分 典三 a 栢分 


683 


就包含所有其餘 的在逆 邊上的小厫域），我們以上證明的定理事實上 
仍然是對的。設明也無須更動„ 


§ 117, 用兩 次簡單 横分來討算二重積分 

我們 E 經說過，我們所給的二蜇積分的定義同時也給出了它的訐 
算方法 ，不 過這個方法，由於本身的累替，在具體應用上受到很大的限 
制。所以我們應該砑究怎樣才能够實際處理二重賴分的計算問題。在 
驅倒多数的惝汍下，运秫實際可行的計算，可以利用把二重積分化爲連 
紿兩次的簡單(一 S ) 稍分而得到#晃。本節中我們就來說明這個一般 
方法的基本原理。 

假定有一個二®秸分展佈在一個閉區域(可測圖形 ） 这 7 上，又假定 
區域逆具有道樓一個 性質， 何一條毕行於兩個座標軸之一的直線與 
它的邊界相交都不起過兩個點 C 如 M 74;由於@個要农，我們就不再討 
論像阃75所; I 袖那禪區域實，這褪 E 域： R 要相當簡單，就常常可 



以分成若干部分，使每一部分 郡具有 所要求的形狀，例如，在錮75中 
我們用虛線來劃分區域就 》 T 以辨到這一點）;在這些與邊界有交點的平 
行線中，只允許最左的或最右的一條可以例外：它 ffi 可以與區域逆的 
邊界的公共部分可以是整個一個線 S (在圖74上，極右端的直線就是 
如此)。 
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我們假定函数/(%幻在區 域级 上連鯓。 於是，错分 

i = W /(«, v ) d v 

.# - . 

自然存在，廉 Ji (极據前節的鏹後一個定理，盎卷那崖的附註）等於當 

rf ( Ty > o 時，和歎 

的極限（其中听是在分法 f 的小區域 Afc 上任意耿定的一點的座 
標,又求和符號包括這個分法的一 ® 在逆巍 邊的小 K 域以及任意多個 
在您邊上的小區域）;這個極限旣不依賴於分法 Z 的取法，也不依賴於 
在這些分法的小區域上 S (恥 砂〕的取法。所以，爲 T 得到我捫所需要 
的把積分 J 的計算化爲連續兩次簡單積分，我們就可以用最適宜於道 
個目的的方式來選取分法 A 以及這些分法的小區域上的點 ( &讲)， 
僅僅 只要使 d(r)— 0就行了。 

IK 定任 窓給定一個 e > o ； 於是，當 s > o 充分小時，衝於任何一個 
滿足 d ( T )< S 的分法： /' (以及在迢個分法的小區域上任意収定的點 
沿，）〕,我們都有： 

I J _ 2 〆 (办 , |< £, ⑴ 

视在我們用某種完全確定的方式來選取這欉一些分法 3 把區域逆 （ _ 
74) 的邊界的上宇與下半的方程分別寫成像3/ =列0)與2/ = 的形 

式，我們假定這兩掴函數都在區間 (A &) 上連賴 (iSM a 與&分別是區 
域逆的點的最小橫座標與最大的橫座標)。於是根據一致連績性定 理-‘ 
總可以找到這樣•一個心>0,使得只要 a <^'< x "^ b 以及 W -5^ < h ,, 
我們就有； 

j^ 1 (s , )-9 , i(® ，， )l<-|r. 1^00-%0")!< 去 . (2) 

現在，我們 用分® ^ 

a =^ x Q> …，^>, = 0 
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把區間~分成這樣多等份，使得 

a；i —a ： i_i = h<h a 

與间時成立。通過每一個分點引 s 線卒行於 or。 所有這些 ® 
線把區矗级分成許多豎長條（圖76)。以下，我們要分別對毎一個這 
種長條再進行分劃來做出@的一個分法。 

m 77 表示這些豎長條之中介於直線 id,* 與 a: = :c i+1 的那一個。 
假定恥與 m! 分別是函數 9 i ( a ) 在适個長條上的最大値輿最小値，又 
與分別是函數 9 ^) 在這個長條上的最大値與最小値。因爲 
ft<V 所以,從不等式 (2) 立刻知道 

Mi — ni! Ma - 训 *< 音 . （ 3) 

在我們的長條上（阖 77), 引高度分別等於叫，沁,叫，軋的平 f 
於 OX 的直線(爲簡單起見，我們假定％<%),把 OF 軸的 
<»»i 那一段分成一些等份•，然後通 



被長條上的运些直線分成了許多部分，我們把這些部分算作我們的分 
法 T 的小區域。這裏，我們還沒有確定究竞應該把區間 
分成多少等汾;現在我們就 來考慮 這個問題。 

在長條的每一個用以上這檨的辦法做出來的小區城 At 上,我俩钛 
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収心=叫(:因而，對运個 M 條的一切小區域取的是同一個^),而讲可 
以任意選擇。适個提條的最下瓯一個小區域包含在一個邊是 h < \ 
與私 一m a < 香的矩形内，它的直徑不會超過〆0 + (M 3 - to _ 2 )/< 
<vV <s ° 罢於最上面的那個小版 m 然 in 有7司®的情形。 

個尨#的其他的小區域，只耍我們把區間分成相當多的 
等份，則所有适些 小區域 H 爲都是矩形，它們毎一個的 ® 徑都曾小於 
t 這些矩形之中的最上面和最下面的兩涸顯然都是我們的分法中在 
邊上的小區域，其他的則都是在谬裏邊的小區域。 

糖分•和 


^ f(.Sb 

k 

牽渉到畏條的全部矩形小區域的那一部分可以寫成 
m ，2 

2 /(**> 讲)版， 

1 — Q 

其中 V 是 K 間(札，叫）的兩個相鄰分點之間的距離，而沪是任意一個 
介於兩個這褪相鄰分點之間的數。 

伹益，當時，和數 


m — 1 

2 f(〜y 硕 


以锁分 


\ /(«.-, y ) % 

jt 、 

爲極限。所以,®於足够 小的％ 我捫存： 

« 1 — 1 Wj 

j 2 - h I J ( x u dy |<fta 


⑷ 
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佴是因爲 

所以，從不等式 ( 3 ) 立刻知逍 

< p 1 ( a ： i ')~ m 1 <~ j , lf 2 一以 s ,-)< 去， 

因而 

I J /( 沿，友 )，- S /l^i, y) dy I - 
9u(^i) M a 

M a FcC^t) 

=i j /(% V ) d V + ^ /(>， V ") d y \ <2/^| = M ， 

SV/*j 

其中#是函數 l/h sO 1 在區域逆上的上 確界。 因此，從 (4) 就推出 

m-l f i{^( > 

I 2^ s：i, ^ y~) Ay j <he + h^S<2hs, 

i =0 f ,(a：i) ' 

因爲我們不妨在一開始就取 s <- 卜 

到現在爲.止，我們只討論了牽涉到我們選定的長條的全部 
矩形 小區域 的那一部分猜分和。按照所有這沌畏條+_到的結果加在 
一起' ，我們钛有： 

«—1 9i( x i) 

j 2/( 心， r/fc ) 心一 & 2 j fi x u V) <C2hm = 2i(b—a) t 

0 ? 3 ( a：i ) 

3C 中和數 L 牽渉到分法 T 的全部在级襄邊的小區城以及某些在级 
邊上的小區域。 • 

現在令 

?!(*) 

j fOn ， y)dy = FOs ')， («<a;<6) , 

MT) 

於是 J\«0 是區間 (《，&) 上的 《 的一個迚 續函欺 (參看§ 109的定理4)„ 
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於是上面最後一®不等式可以爲成 

n — 1 

j f(h ， ?;0^™ 2 ^\ x 0(.^i+i-^0 I <2£{b-a). 

ts=0 

但足，常 Aoo 時，和敦 

«-1 £> 

^ F(Xiy、zui — s^)— j JT ’(>) 邮 

{^=0 a 

所以，我們可以在一開始就把 /t 取得這樣小,使得這個和數與積分 

6 b ^i(^) 

J F W .) dc :=^ y ) dy } 

a a 

之差小於^於是，上述不等式給出： 

b 

H j* J' 1 (>) cfs: |<e[l 十 2〔&-d (5) 

a 

最後，我們還知道，由於分法 2’ 的一切小區域的直徑都小於 S, 所 
以不等式⑴也成立。佴是，從⑴與⑷立刻得出 

b 

| _T— j" F{x) dx j<2«(l + &-a). 

因爲 s 可以任意小，而适個不等式的左端却與 s 無關，所以左端必然等 
於零，闶而我們得到： 

J J /(«, H) d3! J { j /(^ 3 2/) Ay } d<s. ⑻ 

£0 o 9i!*) 

i3 個結杲正是我們論證的 H 的。我們從這裏就宥到了，連續阖敕 
的二重積分可以利用連續兩次的簡單（一重）積分來計算。在公式( 6 ) 
的右端，裏邊的一個稍分是我們在§109已綷遇到 過的：蕤董 s 在道 
個積分中起着麵 i 的作用，換句話說，在進行積分運.算時，它保持固 
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定的値。在 S' 個祯分屮不僅被賴 fei 數與道個 鸯觀 a；a 有關,而且它的 M 
榈粒分限也都與■&有關。因此，适整個裏邊的賴分是璲置 * 的一個座 
績函數，然後應該再把這個函數按照糈分限從《到 i ■對 z 進行糂分。 

在我們以上的整個討論中，座標 * 與2/ B 然是完全對稱的，因而， 
如果爲了某種方便,我們儘可以先對％然後苒對 y 賴分;爲此，我們® 
要在區域逆的邊界上，標出相當於縱痤楞:/取最小値 g = c 與最大値 
V ^ d 的點；這兩個點把邊界分成兩部分一右邊的部分的方稃是 
:£邊部分的方程是於是，跟前面完全 一樣， 我們 


^ / C ®, y ') dsd ' y ^^ | ^ /(*, y ') dy . 


⑺ 


當然， 要眞 正計箅适兩個簡單積分並不見得永逮是很容易的 3 不 
過，在原則上我們已經把二重積分的計算間題化成了我們早已詳細討 
論過的簡單積分的計算問題，因而可以認爲我們的目的已經達到。還要 
指出，旣然可以用雨個等價的公式⑻與⑺來解决我們的問題,我們當 
然可以在不間的情況下，從它們中間選用那用起來比較方便的一個;适 
一方面要看函數/(% 2/) 的性質如何，同畤還要湣區域您的形戕怎樣。 

m . 有一 •個母 線平行於 oz 軸的三稜柱，它的底是卒面 zof 上 
以 lX ^( hO ), CX - 1 , 0) 爲頂點的三角形。試求這個三稜柱介於 
平面 XOY 與旋轉抛物面名=¥+妒之間的那一部分的體積（圖78) 0 
很明顯，我們是在考慮一個§ 115中所說的那種柱體。這裏，圖79 
所示的三稜柱的底 ABG 就是我們的區 域级。 直線與立 B 的方程 


分別是 

* = 1, a=I —V't 

所以,我們要求的體稍就是 

1 i—y 

F= H ( z 2 + y^ dx d ^ = ^ J i ^ + y 2 ) dx | d « f . 

go 0 y -1 



z 



所以我們得到: 


+ 幻 3 }_, 

6 

以下的計算顯然&有卄麼困難。 

另外一些很好的練習耐以藝5 b . n . 捷米多維奇的習題集，第八 
章，習題7—15，17,2.% 

§ 118 . 二重積分的變量督換 

我們知道，嵇分變跫的替換是一個怎樣强有力的計算簡單(一重) 
校分的方法(比如說， 只要间 想一 們在第 十七章 中， 用笆栝 許多整 
類函數關係的大 fi 例子來說明的，把無理 M 數與起越囷數的職分有理 
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化的方法就够了)。在選擇要用的替換時，有養很大的隨意性，我們在 
大多數情況下，總是設法利用迠個辦法把被稷表達式變換成比較容易 
進行賴分的形式。 

' 現在擺在®們面前的，是要對二®積分提供類似的辦法。我們就 
會看到，在這裏也常常是簡眾 的賴分 變®替換就可以使得預分大大地 
變得易於計算或怙值 5 

假定給 定了一 悃二重.犢分 

^ f(^V) dxdy, ( 1 ) 

切 - 

其中，函數 /(A W 在閉區域您上連績。 

除平面32/外,我們同時考慮年面辦，以及在這個年面上的某一■個 
區 域逆、 假笼變量替換 

x = o:(v,, v), £f = yO, V )， (2) 

-把區域逆^變喚成平面邺上的區域逆（就像§ 103中我們詳細討論 
遒的那欉 ） ；其中，雨擻 A V ^, W 都確定在區域沒^上，並且在 
这'上連續而且具有洩櫥的偏導數。我們假定把區域这^ _換成必 
的對應關係〔2〕是一對一的，換句話說,區域级的毎個點(％汉）尽準學 
區域逆'的了„'<!的“像”;适個點0,4由“逆”變換 * 

u = u ( a :, y '), = y ) (3) 

唯一决定，對於道個變換，我們也假定函鈥 2/) 與沁都在區域 
逆上述賴妝月.具有遇鯓的偏钨數 3 因爲适時(見§ 105) 

•^3 丄 〕. AX y) _ ■, 

所以 ® 雨個行列式在相瞇的區域上都不等於容。我們的 F 1 的是要把 M 
怖莅邛平面的區域從上的賴分( I ),表示成展怖在■平面的區域 
上的一個二甭揹分。 

裨了這愐3的，我們來苺慮由兩組分別平行於軸 ox 與 CJF 的 BI； 
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線構成的厲域的一個分法其中，我們假定兩紐直線的 毎兩個 
相鄰的卒行線間的 M ! 離 都是& 於是分法〗'在谢巢邊的小區域都是邊 
畏 A 的方塊。對應於级的适 個分法 A 區域这'得到一個確定的分法 
p ， 一般來說， f 的小區域具有锊曲的邊界。 ： m 分法2 7 中隨便取一個 
在迓.裏邊的小區域(方塊）屯，這個方塊的 m 點是 o , i / o ,(^+ h > 

(办 ; y , + h ), i ^ + h , y , + h ' y , 變換 （ 3 ) 把适個方塊 ® 換成（區域逆'的） 
mk t 的龙一個相應的小區域。首先,我們要說明毎一個這榨小區域 
都是一個可测圖形。 

小區域 A( 的邊界肖然地分成了分別輿方塊&的四邊相應的四個 
部分 O 。我們來考慮這四部分中的 fE 何一部分，比如說，與方塊化的 
邊 + 汉=抑相應的邢一部分。這部分顯然可以表作參變 
方稗 

y k )， v = v(a, yi), + 

兩數的導歎 = 與尝還都在 區間 ㈤ ，现 + 九)上述續，並且 

不同時爲零（因爲，否則行列式就要等於零，而我們知道這是 
不行的)。很明顧，對於小區域 △ 〖&邊界的其他三部分中的托何一 
個，我們也都可以作出间欉的結論，因此，根據§ 114的定3甩7,小璐域 
K 是一個可測圖形。 , 

在 S 105中我們 EL 經如道，當 A — 0時，小區域的面積之比¥以 
行列式 

i >(^, V ) 

在點(你， 讲) 的絕對値作爲極限；因能，當^0 05 

w = ! SSO +0 ( At )- 


O 作爲這蛊以及今後我捫論 If 的 M 楮基礎，我捫事货上滾應該證明，當一個區域變成 
另一愐區城的痠換是一對一的，面且正逆變換都速撖阽，笫一涸區域的邊畀一定埋成第二 M 
的邊评。這调命蹑的確是對的，不過它的證明巳枝超出了木害的錨 ® 3 



由 烛， 反過來， 
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At 




( 4 ) 


這®,當 A — 0時《~>0,叉奥斯特洛格拉得斯基行列式應該在小區域 
K 的點[叫=<叫扒)，仇=<饰，汫）]収値。現在我 fme : 等式 (4) 遍乘 
以/(%扒)，然後按所有在 區域逆 裏邊 的小區 域一齊加起來，就得到： 

2 1 力>， y*)Ai-= 


2^/(^：^) fy ( ^ } M + (5) 


現在我們讓？ I 無限制地減小，因而分法^的小區域的最大 E 徑 
A 也無限制地減小。根據§ 116的最後一個定理，這時等式 （3) 的 
左端以積分“ ) 爲瘙限。我們再轉過來硏究一下等式的右端,先從它的 
第二項開始。在§ 105我侗已經知道，當 h ^ o 時，數的對於方塊 A * 在 
區域穿上的位®來說，趨向於零；因此，不管 e >0 是怎麽.樣的 
一個數，只要 A 充分地小\ /( 现，扒)⑽的毎一項中，我們 
都有1似|<0,由此可見，只要 ft 充分小，就有： 

/!>， yiirn^ | [ K < ftsl), 


其中， p 是函數 I if ) I 在區域级上的上確界。因爲6可以任意小， 
所以當時， 

lim = 0 . 


最後，我們來考慮等式 (3) 右端的第一個和數。镩簡單起見，洩們 


令 P 〔 W 2-— 

D { n , v ') 

由於 

£； jt = a ( Mt , n ), 

我們可以把上述和數寫成 




^ = 2/(%-, %), 


/ - mO , iK ll h 1 ， 03 !^(« 1 ； ^)1 A ；, 


( 6 ) 
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ii 桌符號2 i 表示求和只牽涉到區域的所有那些跟區域级裏邊 
的小頋域仏相應的小區域 a ;。佴是蹯過變换 C 3) ,區域切的邊界1@ 
成了區域逆'的邊界，反之也對（參石策592 II 的脚註〕。由此 " J 見，在 
—個區域裏邊的小區域應該對應於在另一個區域裏邊的小區域，在邊 
上的小區域同樣應該對應於在邊上的小區域。和數 （ 6 )茚渉到區域 
您' 的所有那些跟區域切裏邊的 小區域 相應的小區域，實際上也就是 
牽涉到所有在區域^2^裏邊的小區域。當 “ Q 時，适些小區域的最大 
® 徑 C 由於函數《0，汉),的一 致逋锫 性）趨向於 薄， 因而极據 
§ 116的最後一悃定理，和數 (6) 以二重積分❶ 

^ /c®(«, -u), vi u ，«)]! ^( 5< , ^^ ^ (7) 

逆 ， 

萁極限。 

a 樣一來 ，面到 係式 (5)， 遽 ja 在那兒讓取極限，我們就導 
出公式： 


W(^ ， y') dxdy- % /[a(w, '>0, v(n, «)J A«, ^)1 dv,dv. (8) 


其中 


J(U, V ) 二 


9a; 9^| 
9u dv 

dy 

du 3v 


又逆 1 是平面 _ 上的一個區域，它在變祯 x ^ o ;( u , ■«)，汉 = ja >, d ) 之下 
變成呼毕面上的區城逆。這就 S 我們想要得到的二重嵇分的變量 
替換公式，我們看到，它和簡單(一重)積分的相應的變最替換公式 
6 P 

^/(*) d £ = j Kmm'w dt 


p 栽們在此地略去丁證明區域级與區域谬一陡的也是可測醣形 。 t 
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(运裏，區間經過變換 a = 變成區間 0<a：<6) 完全相 W。 
打列式 J —說得更精確一捭, •& 的絕對値——在公式 (8) 中起着篛欺 
的 怍用。 跟萆嵇分的情形一樣，公式⑻的主要作用是把賴分變 
搀成比較便於計算或怙計的形式;佴是 ，适 裏還多出了某械在單積分的 
情形所缺乏的新東西:使用公式 (S) 的主要目的 已經 常常不 R 是要把被 
精函數變得簡單，而是要把 秸分區 域的形狀也變得簡單 J 如果區域逆' 
比區域逆具有更簡單的形狀，則 K 分在本質上钛化簡了，而這襌化簡 
是适檻的重要，有畤爲了要實現這褪化簡,甚至把被積函數變得更加複 
雜也還是合算的。 

m . 最常見的一稗二重積分的變量替換，就是從谊角座檩 2/) 
變到士座標 O , 屮）;變換&式在最簡單的情形下是 
cos <P, y — v sin 

從而 

j 二 7) }^ill = 卜的 P_r sin 9\ =r 

<p') \ sin <p t cos g> \ ' '；. 

― ® 公■式就成爲 

^ f(-z, y^dcsdy— cos ?>, r sin p》’ dr d<p. (9) 

在我們常常遇到的，區域逆是一個以座標原點爲中心的圓 

( 10 ) 

的情形，道個公式應用起來特別方便；這時，區域頴然是妞形 
0<P<2^ 在矩形上進行稂分自然要比在圓上進行積分簡 
單得多；我們在 U17 討論遇的把二重賴分化成運績兩次簡單積分的 
公式，在圓(變量 A 汉)的情艰，給出積分限 
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而在矩形(變 a % w 的情形,則賴分限郤是常数: 


卩， 

0 0 

這在很多間題上都使得計算簡單得多 o 
例如，假定需要計筇秸分 


J — J ^ e - a e - 2 r B ^ 
其中，级是圓(10〕。公式 (9) 給出： 


I 


^ tf _r V dr d<p t 


其中 ，必' 是矩形 0< r < a ; 因此，根據§ 117的結果 


: m 


f}'e~ rS d^ I d<p = 2^t \ 


= 27t(_+e- rS )| = 允 (1~〆). 

假定讀者試着在直角座標的情形來計® —下 這一偭積分，就會發 
現，在這方面會碰到很大的困難。 

進一步的練習可以參看 B . II . 捷米多維奇的習題集，第八章，習 
題 34— 36,39,40,47,49,51,53,54,86,87 0 


§ 119. 三重積分 

在整個前面這幾節中，我們看到從簡單稂分到二重積分，儘管是那 
樣的類似’佴畢究還是有必要對稍分原域做更詳細的探討^ — 我們不 
得不立脚於平面圖形的測虔的一般理論之上。建立迢欉一套像我們在 


O 這裏，奥斯特洛枯拉得斯基行刊式在圆心等於笮, W 迸， 我椚 —》了以證明，這锺悄況， 
m 不姑礙我捫癤用公式(9)。 
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§114中引進的理論，要求我們一定程度的努力工作;不過，這一番努力 
倒是大大地上览的，它使得我們後來建立的二蜇積分理論不僅簡明而 
且嚴格，此外更大的收獲，還在於我們幾乎不必做任何更動，就可以把 
整個§ 114搬到任何維的空間的笫合的测度上去，因而，我們在那裏建 
立的理論就可以作爲仟意重數的重積分的理論基礎。 

要想建立 Hi 維空間中的集合的測度理論，我們需要一步一步地來 
考察§ 114中的那些定義與結論;迢時,必要的更動就 M 是一些理所當 
然的替換，比如說，把直線網換成平面銅，平行四邊形換成毕行六面體， 
圓換成球等等；§ 1 U 的絕大多數結論不必做 fH 可更動就照樣成立。 

假定7是三維空間中的任何一個有界的甫測集合， / O , % s ) 是確 
定在區域笋上的一個函數，我們把牽@到區域7的分法 T 的一切小區 
M A * 的和數 

tp, C ； OA.t 

(其中 〆 &，机 G ) 是&上的任意一點)的搔限叫做函数 /( a , y , s ) 展佈 
在區域7上的三蜇精分，記作 

W f(x 7 y^) dxdy dz} 

S 裏所說的極限是在分法 V 的小 M 域的最大商徑趨向於零的條件下取 
的，因而它應該旣不依賴於任意的分法2’，也不依賴於在這些分法的小 
區域上怎榛選取點（办，卟 G )。 

§116的全部内容不需要任何更動就可以搬到三重粮分來。跟我 
們在§ m 中對二重賴分所做的一樣，在實際上三重積分的計算（或佔 
計)多半可以用把三靈賴分化成連績三次簡單!(一重）積分的辦法来進 
行。 對於形狀相當簡單的區域，我們有： 

j ( 1 ) 
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适裏，最裏邊的一個積分是對 S 取的，而$與3/都算作是參變量；這個 
積分的上 T 限分別是對於 %與 y ，3 在區域 f 上的數値的上確 
界與^確界；因炖，（在方括內 ko 最裏邊的一個 © 分就是《與2/的一 
個囷數;苒把這個函數對汉驭稹分，而 ® 仍舊着作是參變量；這個蕷分 
的上下限叉分別是對於給定的在區域少 •上的 上確界炉 1(®) 與 T 
確界外 (4; 獻在花括號之內的) m 二個積分自 然是* 的一個函數;最 
後(第三次積分），再把這個函 數對* 進行精分，這時蕷分的上下限就是 
在整個區域7上 * 的上確界與 t 確界了。 

當然，我們所選擇的積分次序可以換成 f £ M —個其他的次序(髖分 
限要作相應的改變），而且道種選擇蕷分次序的自由,在不同的情形 r ， 
正好可以用來選擇一悃最方便的運算次序。 

如果把公式 (1) 的右端的最衷邊的一個積分記作 #(®, V ),則整個 
右端成爲 

6 f〆 *) 

m y ) 

a .. 

根據§ 117,它等於 

dxdy, 

其中逆是空間區域7在平而 XOF 上的投影^因此，公式 (1) 給出： 

f(x, y, s) da dy dz => W X 你 ㈣ 也 } dx dy. (2) 

L y '(3^ 

於是我們又看到， 

. 

.• 能够根搛所給的積分區域 y 的幾何形狀，很快地確定出公式 
⑴右端的三個簡單賴分的一切賴分限，以及 爲了解 决相反的間題 —— 
根據 w 給的簡單積分的:稽分限來很快確定:區域 y 的形狀——都要求 
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我們做大置的 練習。 因此，許多好的習題集在積分計算方面都收集了 
大 S 的运極例題,适钝例題有一個獨特之處，那就是在求解的時候，不 
僅不需要進行任何賴分，甚至逋被稷函數的形狀都可以不必知道。 

垃後 f 對於 :■£ 重藏分，我們也有與§ 11 S 的公式 （8) 相似的變量替 
換的岛式。釦 果變換 

y ,%), ^= w { x , y , s ) ( 3 ) 
把空間的區域 7 —澍一地變換成堪間 ww 的區域則在滿足 
逋常的蹦於迆續性的要求以及條件 J 初 的情'形下，我們有： 

m /(^ y t dy dz = 

'V } w), y{u y % w') t z(u t v y 從 )] I J \ du dv du 、 


其中 


J= Dfx , y , z ) ^ 

I){U ， V’ 明 ) 


2x 2x dx j 
du dv aVJ 
dy 2y dy ! 
du 2 v 

9 s 9 z 2% J 

du d v dw \ 


是變換 (3) 的逆變渙 

or 二 3 〔从，巧 u ')， y = 2 /( 虹，％ 从 1 〕， ^ = %(u 9 v f v)') 

的奥斯特洛格拉得基行列式。這個公式的證明〔我們不能在道裏談 
了）可以完全 W 照§ 118 中公式 （S) 的證明來進行，只要我們預先證明 
在三锥的情形(:跟二雑的情形一樣），奥斯特洛格拉得斯基行列式的絕 
對値，在變換空間的一個無窮小的範圍內，也可以幾何地解釋作一種特 
殊的 “馈張 係數' 

跟二維的情形一標，饺常見的一搏三重積分的變量替換是把直角 
座標變成球座標： 


x=r ooa v cos 
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y = r c«3 <P sin 
am *P } 


其中 0< r <+ oo , -^■<? , <^, 0 < < 2 t <；. 

我們不難求出： j 

uH4) 

於是戀公式成爲 

m y 7 dx dy d% -- 






:肌 f(r cos <P eo3 r cos <P sin Jp^r ain9>)r 3 cos <P dr d<P dtp. 


當原來的積分以球 


+ y 2 -^ 

作爲它的積分區域時，這個養換常常顯得持別方便;在运個時候，跖域 
顯然是畏方體0< 4 <2 A 
關於 S 119的練習可以邊看 i II . 捷米多維奇的習題集，第八章， 
穷題 148 —150,158439。 


§ 120. 應用 

在本節中，我們要簡略地考虑一下二重與三重積分在幾何以及靜 
力學上的某些應用。 

1- 曲面面積關於任意曲面的面精間題僅僅在不多的幾鞴特殊 
情呪下，才可以用初等幾何的方法來 解决。 間題的一般提法要求使用 
獠分計算的方法。我們就會宥到，在解决适個問題時，二重積分起着類 
似於簡單積分在解决曲線的弧茛間題〔§ 52 ) 時所起的那種作用。 

假定我們有一塊曲面，它與某一搁給定的方向上的任何一條直線 
相交都不多於一點，我們把這個方向就取做軸。於是道瑰曲面的 



方程就是 
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%=f(x, y) ( 1 ) 

的形式，這虚，我 捫假 定函敦 /( A . 扪速繪，並 ft 具.有對 * 與2/的逋續偏 
榑數。假定給定的适一塊曲 M (1〕在平面上的役影是某一個可 
測鬪形逆。 

我們知道 (§ ⑽），在我們對函數 f ( W ) 所做的假定之下，這塊曲 
面在它 的侮一 點處祠!有切面與法線；如果我們用7來表示這個法線與 
OZ 軸間夾成的銳角，則 


cos 7 — 



( 2 ) 


我們的間題，眼通常數學分析在 幾何上 的應用一樣，许先在於要確 
定所 ™ —塊曲面的面楨 an 固槪念本身，然後還要提供出 一個奸 算這個 
面精的方法。爲了這個 h 的，我們從區域 &的仟 意分法 r 着手， 這個 
分法把逆分成一些小區域毀於道些小區域，我們僅僅提出通常的 
一般要求：毎個小猛域都必须是可測圖形，並且兩個不同的小區城不 
能有公共内點。在毎個小跖域 A ;. :上,我們_仔意取一點（心 ，取 ) ，然後通 
® 這一點引一條垂莳於平面工 or 的直線，這條亜線與曲面⑴相交於 
點 rn , Zk ), 其中 Qi '= KSk , v ，0 o 在 ia 個點作曲面 co 的切 
面。在點此附近，這個切面與曲面⑴本身非常逛近；從直覺上看來， 
如果小匾域 Afc 的霞徑很小，則曲面 (1) 上投影成&的那一塊的 測度办 
應該非常接近於我們所做的切面上投影成 M 同一個 小區域 fig 那一塊的 
測度0>。把獨於所有运些小區域 A ) t 的近似等式全都加起來，我們钛得 
出這樣一個結論：常小區域的直徑都很小時，自然我們可以認爲我們 
感興趣的那一塊曲而 (1) 的测度(面積)非常接近於和數 



⑶ 
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(曲而塊 （1) 的測度等於2 n )。 因*,如鬼常這些小區域的 K 徑無限縮 

小時，這個和数趨向於一^個區限,那麼我們很自然地就把這個極限取來 
做爲我們所考慮的那塊曲面 CO 的测度(面稷)。 

現在我們來證明，在我們的假設之 T , 當分法『無限變細時，和數 
(3) 的妬限的確存在，跋: EL 與所用的分法以及從小區域上所選擇的 
點（备,诉）郡無蹦。爲此,譃我們 M 想一下場的究竞是什麼。我們是 
在小 M 域& _ HC 意取的一部 (£ r 供)，然後令/(以， wXfc ， 然後我們 
再從曲面（1〕的點见 :( 心，犯 C t ) 作這侗曲面的切面的；根據剛才的說 
法是道個切面上以小區域 A t 作爲它在平而 XOZ 上的投影的那一 
塊的测度。闶爲這兩個平面之間的夾角顯然就是我們在上面所說的角 
r ，所以根據通常嫺於被投影101形的面賴與它的投影的面頼之間的關 
係 o ，我們有 

Ait = (ri eosK, 

其中 y 自然是對點取的；於总根據 (2) 


從而， 

2^=2 1 / 1 +/; 2 ( 公 , f})t)+fv\£ir V'd^k . 
h k 

然而, SHE 好就是 赛們在 Uie 中芎虛過的那砘形狀的一個和數；從我 
們對阄數^與^所做的逋頼性的假定，根據 S 11«的結果立刻就知 


0 “ 椏髟的面校等於被投釤固形的面稂乘上包含 1 ：捫的平面之間的央角的餘忮”。适 
條規則曾經在初凉雉何裏對於在 七的範 囡之內能夠定莰面砬的那些圃形證明過我惘租 
在是耍把迠條規 m 臨用到鉍一般的情形。實際上，我們可以侬 媸卜述 命趄 :“ 如果一涸給 2 的 
風衫的投鼓适邱侧的，則這個画形本爲也是可測的，並 1]. 役龄的測度 mt 孩拉釤溫形的侧度 
乘上缸捫的平向之間的夾角的餘豉 ” 。這训-•般权則不難從上面所說的切等戏何的规則 
推出來，不過 , 找捫現在不能與 ■ 纤紐地討淪 m 阽 rmr. 





奶六篇 笫二十七草二 ffi 殖分與竺卞蕷分 603 

道，當分 法1 無限變細畤 ，釭個 和数以 二®嵇分 

^ ■ 

爲瘓限，根據我們所採用的定满，我們常然*誌承認這就是我們關心的 
那一塊曲面〔1)的面賴^ 的发迖 式„從一 -mK 分的一般辋論 （ § iifi) 同 
_出我們所得到的極限與某些紐成它的因尜分法 t 的選擇以及在小 
區域內點(心，价)的選擇）的無阑性。 

把公式 （4) 與毕面曲線汉介於^^^與^^^之間的弧接 z 
的表達式 

a 

比較一下，巷一看這兩個公式相似到一個彳 卜麼 辟度，是一件很有盘思的 
-事情^ 

m . ^ i > u 琴 n 巧乎把直角庳標系的原點収在球 
的中 i 、， 於 '是*球‘的程 .. ， 

:= i/ — ? 

我們把赤道圆成的圓 #+y 2 <# 取作區域级 c 不難求出： 

3s 一一 x 3z 一一 y _ L 

dcs 〆# —’ 会 y ] / a ^- x ^ — ' if 2 ? 

從而 

1+ (S) +(•) 

因而公式 (4) 給出上半球的面秸： 

h f{ - 7 .竺嗖一 ， 

或者，化成極柴標(《=以郎 < P，y = v ain<P), 
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_ a 

I. = V^f^) a =2rt^, 

0 0 0 9 

S =^ 4 允 a 2 - 

毎正是初等幾何中大家熟知的公式。 

進一步的練對可以參着 b . n. 捷米多維奇的智題集，第八章，習 
題 107, 109,110,118。 . 

我們以上建立的曲面面積的定義的缺點，是©與座標系的選擇有 
關(另外一個說法，輿給定的曲面役影到的那個卒面的選擇有關)。可以 
直接證明每稀依賴 闊係僅 僅是表面上的（換甸話說，在任何其他方向投 
影， R 要甸一條投射的 K 線依然與給定的那塊曲面相交不多於一點，面 
秸就還是一樣）？也可以把我們所給的定義換成其他比較镇雑的定義， 
使得一股來說,面積不再依賴於什麽不確定的束西„不過，上述兩個辦 
法郤過於狻雜,以致我俩在寬废不可能來談論它們。 

如果我們要計算面稂的那塊曲面，在不論怎榛選襌座標軸時，都不 
能使得它的點的座標之一表成 S 的點的其他兩個座搮的單値闽數（譬 
如說》任何一個閉曲面就是這'欉），則我們通常都可以把运塊曲面分成 
有限個部分，使得毎一部分都可以踅欉表達(這時 } 一般來說，齧於;不同 
的部分_取不同的役影方向)。在這槐情形下,我們就認爲整塊給定 
的曲面的面稿就等於紐成它的那些比較馏單的”部分的面猜之和。 

%展怖在一塊曲面上的精分扑:§ 52中，當我們建立了曲線弧長 
的定義之後，就引進 f “沿着給定的一段曲線的粮分”的槪念 s 旣然 
現在我們已經建立了一塊曲面面積的定龚，我們也就可以用類似的方 
式來引進 “展佈 在給定的一塊曲面上 的二® 積分”的槪念了，道個槪念 
是逋常展佈在這愐或那個平面區域上的二重積分的一個自然的推廣。 

假定£^是我們在第一段末 M 所考慮的那樋類型的一塊曲面，又假 
定 F(x, y, z) 是在某一個把7包含在它的内部的空間區域上的一個逑 
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賴函數：把 yfr- 意地分成若 t 部分 （“ '小塊”），毎一個小塊都具有確定 
的面積，又在毎一惘小塊的上任意収一點(叫,价，办）。如果和數 

2 J’C 饰，扒 ，岛 ) CTfc 
k 

當分法無限變細時（換句'話說，當适些小塊的最大 K 徑趨向於漭時）趨 
向於一個確定的極限，而丑道個搔限旣跟听用的穸的分法 M 關，也跟 
點1>，汍， SO 的取法無關，則我們就把這個極限叫做-零 ： Fi < s , y> r.M 
怖布給定的這塊曲面 Y 上的二重棺分，並丑12作 1 ' _ 

F ( w ') d ( T . 

!/ 

用這稀方式引進的槪念可以有許多的應用，运些應用與沿曲絲段 
的秸分的應用相似 s 在§邱中，我們曾鸫利用沿曲線段的靖分來表達 
巴知!在各點的密度的物質曲線的質量。用完全類似的辨法可以解决物 
質曲面的質 a 以及®荷等等問題 5 例如，我們來考 m —個帶電的捣體， 
假定電荷按照(面 ) 密度 K®， 胪)分佈在它的表面上。於是讀者不難自 
己證明，运塊曲面 y 所帶有的總®荷等於 
^ p {^, y , s) 如. 

P 

3. 非均勻物 B 的質量作爲 三甭積 分的應用的一俩最簡單的例 
子，我們來考慮根據非均勻物體的密度來確定它的 質景的 問題。如果 
給定的物體是均勻的，換句話說，它的密度 P 在毎一點都一樣，則這個 
物體 的質置 M 就等於密度 P 乘上它的體稂厂。如果物體是非均勻的， 
則它在不同的點有不间的密度 p = p {^ 把給定的物體任意地分 

成許多小塊 A t ，又假定 d(y) 是道個分法 y 的那些小塊的最大直箱；。 
隨便取一搁小塊 A*， 在它上面隨便取一點 Uw，C0 = 我捫假定函數 
y , 幻在給定的物體的範圃內是連續的。如果小塊的直徑很小， 
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則在不同的點處密度的値 P 彼此很相近，闶肋，特別显與〆氙仍, 

很相近。所以很自然地我們認爲小塊&的饩量非常接近於把它宥作 
好像是一個以 K 心诉, D 爲密度的均勾物體時的質 fi , 換句話說仏 
的質量差:不多就是 

PCs ；!, r ) t :, C ! r ) Ai ) 

因而，整個物體的質最就與(牽涉到所有小塊的 ) 和數 

2 P(St, 7?l, Cfc)Aj ： 
k 

非常相近。但是.，我們在§ 119中 B 經潛到，适個和數當時 
趨向於一個確定的極限,我們把它記作 

p { oi J 2 / } ^)dx dy dz t 

其中 v 是給定的物體在三維空間中所佔據的區域。我們很自然地就 
把這個極限取來作爲給定的物 的賀最 见的表達式； 

-Hi 0 ( x , z ) dv : dy dz • 

4. 物體的重心座標與轉動憤董 3 利用二重粒分不難解決確定卒 
面薄片的重心座標 PJL 及它的轉遐 ( W 量的問題，而三®馈分則可以對 ® 
間的物 ® 來解决這些同様的問題。我們 M 限於討論*間物體的犄形， 
因爲對年面薄片來說，一切椎理與結論都與我們在彐維的情磨所作的 
完全類似。 

我們仍然杷物體分成許多直徑很小的小塊，並且在侮一個小塊& 
上任意取一點（心，叫 Q )。 如果我們把紐一個小塊&用位於點 （&, 
m , CO 處具有質量 

p{ 纭 k, tjb, Cfc)Aij 

的質點來替代，則給定的物體就被一個由荀限個質點組成的質點系所 
代替，瑋個質點系與給定的物體的靜力學性質是很相近的 3 但是，對於 
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eor 


這轘一，質點系來說， G 的帘心嘴檩是： 

^ Ct ) A ^： ^ yip、&' inXi：'}^： ^ 0,p( ^}： y 7]h, 

fv ii 

2 6 ( 心和 Ct)At 2 〆. 心，机 ， 〔 i: )& k 之 〆 右 & ， Vh Ct )A^t 

k k k 


因而，我們很自然地把這三個表達式當火 t )->0時的極限 s , 於6取來 
作爲給定的物體的_重心座 mm 極限分別等於 


％ ^)dxdy dz 
% p ( x , y, % )dx dy dz 

J ^x 


f i/p(^j y, 2)dx dyd^ 

二 芝 _ 

p(^ ? y t z) dx dy dz 



^ y, ^\dx dy dz 

■ 5 二 _炎 _^__ ， 

^ ^ sf) d^dyrU 

前， 把給定的物 體的質 贵，記怍此 

-im 即 ds 勿 d?. , 'Tf = JJ W yp dy d^ 7 

^ < ： y^ 


: M « %p dx d<y d% 


( M ，爲了簡單起見，我們花褚分號下寫 p 來代咎 p (^> y, 特別， 

如果給定的物體是均勻的 ( 換付話說,在整個物體上 p 是一個常數），則 
M = pV, 因而 


ir dx d tf dz t y ■= -pr m y dx d^j dz, 
zd%dy d ， , 
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現在我們轉到給定的物體的轉動惯景的問題，我們仍然首先依照 
逼近的手績把給定的物體換成 上而所 說的由有限個質點龃成的質點 
系。适個質點 系對於 -Yor 牢面的轉動惯贽是： 

2 ^fcPiSh Vh , 

k 

'對於其他雨個座槪 半面府 領似的結果。 •對於 OX 軸的轉勐憤量是： 

2 ("?+ m , COAs -, 

it 

對於其他兩個座搮軸也有類似的結果。敁後，質點系對於座標原點0 
的轉動惯量是： 

^ (M+ >?l+ Q) P(Si ： .7ft, Cs)At ， 


跟擴定重心痤楗的情形完全—樣的椎瑚，就得到，給定的物體對於 
XOY 平面的轉動显等於 


■Wf " 



9^ 


却 ( js , y ，! z)dx dyds f 


澍於其他兩個坐標平面的情形與此類似。同樣，給定的物體衡於 
軸的轉動 tffM 等於 


(s 3 + 2 产 ) ^ dy d/: . 
最後，給定的物體對於座槪的原點 O 的轉動慣 罨是： 


M 0 





(# 十沪 +#) fK^> v： 


z ") do : dy 权 


關於道方面的練贺可以迤石 a n . 捷米多維奇的習題集，第八章, 
習題 191，193 , 200, 201。 



第二十人章曲線積分 

§ 121 . 平面上曲線稽分的定義 
在第二十六窣 ® ，我們已經研究過下面這褪類型的積分： 

b 

J /( a ：, y ) da : 

a 

其中鍵最 y 足一個參變量，也就是說，在糖分過程中保持固定倕的一 
個量。現在我們來擴充變 M 货的這稀參變作用，我們把2/取作確定在 
猜分範阐 0<a<6) 内的一谰函数 y= 口 (s): 使得被稍函數成爲 
fix , p ⑷]的形式。正如我們下而鱿瘦假定的，只要函数幻與史⑷ 
郤在相應的區域上連賴%則函數 /[A 史(幻]就在區間 a<a:<& 上連 
續，因而秸分 

b 

如 CD 

U 

也就 自然雜。 

把區間 (A f >) 上的曲線=々(幻的起點與終點分別地記作』輿召 

(圓80 )。於是，稷分 ( 1 ) 就稱爲函數 /(>, 2/) 沿曲線段的曲線積分， 

• • _«♦_ _«*»_ 

並旦記作： 

J dts > (a) 

AB 

這種記法必須了解作變量 W 是要用^的一個函數來 R 入的，而這個函 
數,它的阈形就是曲線段 - AB 0 特別情形，如果 y 在積分的過程中保持 
固定的値阶（道就是含參變量的賴分的情形），則積分（幻就是沿 S 線 
段沒=讥0< 取的，而點乂與 iJ 的座標分別是0 ; 

⑽） 
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闶此很明顯，除了我們用符號 (2) 來記賴分 (1) 以外,沿卒面曲線段 
的曲線趫分的槪念，並不包含付麼新的内容。還要指出一點，在以上© 
種的記法裏，曲線段 ab 的方向〔從/到 io 是不能忽視的;事實上，根 
據符號 (2) 的定義，我侗有： 

a b 

^ /(a：, y) j /[> ， 9*(a)D da:= - ^ /[> ， 9(a:)] dx = 

BA b t* 

= ~^j(sc, y) dx, 

AB 


換旬話說，年孕亭亭貝；罕导寧 
^ m 0 . 

. .曲線積分的這個原祐定義在應用上是很受限制的，因爲我們對曲 
線段 as 加上了一個非常受拘束的條件——在整個曲線段上，汉必須 
是》的單値函數（或者，用幾何的語言來 
說，任何一條平行於 oy 軸的蓝線與這個 
曲線段至多相交於一點)。佴是，在應用上 
常常還必需弓 i 進沿着更葙雜一些的曲線段 
的賴分;特别是，對於力學與物浬的許多問 
題來說，會求沿着一些最簡單的曲線 
的穑分是極端簠要的；佴是，很明 任何 
封閉曲線郤不滿足上述最簡軍情形的條件。因此，我們有必要來設法找 
出一植分析工具，它使得我們能够把曲線積分的槪念懷充到更普遍的 
娜。 



爲此目的，我們先來考慮上述最簡單的愦形，並 且我捫 假定，函數 
沪⑷（它的圖形就是曲線段在區間 o , iO 上不僅連續，而且在該區 
間上具有連續的 導數。 我們用分點為， A ， …， A 把曲線段 AB 分成小 
段，把曲線段之長記作: U 。 我們知道 (§ 52 ), h 可以表作下列賴 






分: 
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V 1 + fp ' 2 (*) dz , 


3 C 中阶-1與％分別是曲線段上的點與 A 的橫坐標。根據 
中値定理，我們有： 


ir ： = l y l + CSh ) At , (3) 

其中而&是區間上的某一點 3 注意，因爲 
是曲線在點 s = 办的切線與 OX 軸的正方向之間的夾角 
A 的正切，所以 

l + ^ ， a ( gO = sec 2 « J; = — 


因而關係式 (3) 給出： 

eoa «'i ： = At , 

适褢我們應該算作 eos A > 0,這也就等於說，我們算作切鑛輿 OX 軸 
之問的 夾角〜 是一個_，(或者，也就是說，切線的方向取在《增大的 
一方)。如果我們希望^ 〜與心 的符珑相同，這樣來選取切線的 
方向是必屢的，闽爲在我們所做的假定 a < b 之下，永遠都有 〜=取一 
反過东，要是我們有 a > b , 則對於任意的 A 我們都有 A k <0, 
而這就說明，要使關係式 h eo3^- = A, 仍舊成立,就必需要求咖 m<0； 
在這砘情形下角…就必須収作鈍角，也就是說，切線的方向必須取在 
* 減小的一方。因此 

符合於沿曲線 從/到 ‘至_於 ki &4 诠圣‘士 

. • 

現在我們對剛才所分的全部小曲線段作和數 

2 /( 心 "’0 咖 ’":X ⑷ 




ois 數 m 分析簡 叫 数租 

其中在毎一項裏令; U 屮的敁大者趨向於郫（盘然， A ;」 中 
的显大#更趨向於零），曲線段的分法就越來越細 = 闲爲报據我們 
的假.定函數/[%炉 ( a )] 在區間 O , &) 上是連續的，所以等式 (4) 的右端 
就以積分 

b 

J /{>■，⑻：]血， 

a 

爲它的極限,我們上面已經把這悃積分就記作 

j /(s, y) da 

AB 

並卫 稱它爲函数/0,以)沿曲線段灿的曲線精分。當然,等式⑷的友 
端這時也趨向於道同一偭極限,換句話說，我們有： 

/ (^, V ) riK-lim 2 /[办，少(公)] cos «”/U _ ㈤ 

AB k 

如果我們 1 地用 « = 幻來代 表曲線15在點(>，汉）的切線 
輿 0X 軸的正方向之間的夾角，則我們就有 ak = a ( Si '," k ); 而等式 (5) 
右端的和數就可麗成： 

2 ??i) C08 0£(^*, ) ； ! ； )*A. S = 2 F 、 Sf! ， T)d 

k k 

其中 9(*)3 =/[>, ?( s )3 eoa «[», 沪 (>)] 在區間 ( g , 妁上是 s 的一 

個連續函數 D 佴是，由於我們假定了遵數^的連續性，曲線 
汉=穴®)在區間上是可求長的；而對於可求長的曲線，當分法無 
限變細時，和數 

' 2 ^X^ij 


(淇中（心,听)是曲線段从上的任意一點〕必然趨向於一個確定的極限 
(§32), 我曾經把适個極限記作 
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AU 

並旦稱爲函數 F ( x , y) 沿曲線段 AB 的賴分„ 

闶此，在我現在的情形，就有 

2 /[心 ^(^)] « IS，,, <P(gi-：)3 /(«, y) ^ a(x,y) dl. 

k AB 

把這個結果與關係式 (5) 對照一下，我們就 得到： 

^ /(s, y) = ^ /(K ; y) 003 a y) d\ . (6) 

AB AB 

在這個讓式奥，左端是沿曲線段』及在本節一開始所說的意義之 
下的曲線賴分；而右端則是在§ 52中的意義之下的“沿曲線 AB 的稍 
分' 後者的定義輿前者的定義在原則上是不同的，因爲它是構造性的， 
它把精分商接規 定爲一 褪確定結構的結果，規定爲一種有確定形式的 
和欺的極限。因此，我們可以把關係式(:6)看成 是曲線 稷分的一個新 
的、構造性的定義。我們再度指出 Mm V ) ^ 0X 軸的正方向與 
曲線立6在點(>，幻的切線之間的夾角，切線的方向則是這楱確定的， 
它與沿曲線從』到力的運動方甸一致（也就是説，當《< &畤， 
c(^ a O,y)：>0; 而當》> f> 時， coa a ( x , y)<0) fJ 

暫時我們以上談到的還只是最簡犁的情形，卽給定的曲線在 
道一段可以用2/ = P (20 形式的方程表達的情港。如果不是适種情形， 
則等式 ( 6 ) 左端的賴分就沒有意義，西爲在曲線上，一般說來，可能 
有幾悃 y 的値對應於*的同一個値。但是筇式右端的積分却完全是另 
一回事 a 它那個構造性的定義是我們在 § 52 中給出的，這個定義一點 
也不依賴於曲線是否可以玫作像汉=炉(幻运種形式；它可以毫無 
修改地適用於更一®的情形，特別是，曲線是任意一條“光滑”曲線 
的情艰。在遺棰更一般的 情形下 ，從 4 到方來描晝曲線 的方向 ， 一般說 
來,不再永遠是從左到右(或者7卞遠是從右到左》在曲線灿的不同的 
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部分上，這個方向也可能不同〔■ 31 ), 所以角 2/) 可能時而是銳角 



時而又是鈍角，而_ « O , 的也就相 
應地時而爲正時而爲負。當然，在等 
式 ( fO 右端的被稽函數裏，爲了要確定 
角《，我們仍然應該把切線的方向取 
得與曲線從』到 S 的方 M —致。 

上面的討論很自然地引導我們這 
樣去想：當等式 （6) 右端的積分存在 
時，我們不妨就用等式⑻來定 a 曲線 


積分 


^ /( a ：, y ) dx . 

AB 


我們刚才已經指出遇，曲線積分槪念的這欉一個擗充使得我們能够沿 
着更廣泛的一類曲線来進行積分;特別說來，違類曲線包括缺簡單的封 
閉曲線圓周，橢圓等等。 

採用以上适樣利用公式 （6) 來確定曲線積分的一般定義，好像是 
把曲線精分槪念與我們在§ 52中所建立的“沿可求長曲線 AK 的積分” 
的槪念看成一個東西了。其實，它們畢竟還是不完樣的。事情是這 
樣的：在我們以前沿可求 K 曲線氣的賴分 

j i^Ca:, y) dX 

的定義中，被積函數 R 要依賴於曲線貧上的點0,的就行了 ；然而，在 
公式 (6) 的治端，被積函欺 / O , y ) e 0 B a { x , 扪除依賴於 ( a :, 2/) 外，實質 
上還依賴於曲線在點(％ J 0 的切線所取的方向。當這個方向改變成 
相反的方向時 * co 吣0,20改變符諕，從而整個被狡函敫也要改變符 
號。我們以前所定義的 “ 沿曲線 W 的秸分” 不 依賴於曲線的方向;因爲 
實際上，根據這稀積分的定義，怎麼樣選取曲線的方向對它都是沒有影 
響的。佴是對於公式 C 6) 右端的賴分：情形就完全不网如果我們給 
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曲線指定一個確定的方向，比方說，從 / 到 J ? ，於是曲線在甸一點 
上的切線也就有了確定的方向；於是 y), 因而整個被赝囤數， 
在點 (X 20就苻了完全確定的値，從而，我的稻分就變成了一個“沿 
曲線的糙分 ” 。如果我們改 ® 曲線的方向，則被稍函數在毎一點 
上郤改變符號， K 而13分也就改變符號。因此，對於曲線稻分,我們有 
j" /(^, /(s, y) dx , 

BA .413 

這 ffl 符珑上的差別，如我們所否到的，是因爲公式 (6) 確定猜分 f fdas 
與 j / 心時使用的是雨個不同的 ( 皲禎函數彼此差一個符號的）“沿曲 

BA 

線」 刀的 Mg” 的緣故。 

在曲線積分裏，我們也常常用一個字母，比方說穿，來代表積分所 
沿的曲線 ; 佴是這種記法 I 不能吿訴我們曲龈的方向，因此在這穉 1 睛形 
必須特別說明迢個方向，不然積分就沒有確定的意義了。如果曲線 ¥ 
具有端點 j 與戽則我們通常總是用或 Sj 來代表曲線的兩個正 
好相反的方向。如果曲線貧是封閉的，沒有端點，則最簡單的情形，是 
它把平而分成兩部分 —— 內部和外郁。在這糂愦形下,通常都把描进曲 
線時内部永遠在左邊的那個方向叫做是;，而相反的方向 則稱爲 
R 亨哼。如果曲線精分表作 ... 

j y') ds, 

其中貧是一條封閉曲線，則雖然沒有指明曲線 f 的方向，通常也總是 
了解作取的是正方向;這個规定我們在以後要一 £ 遵守。 

不言而喩，在本節袅我們關於 

J da 

AB 

這神 : 形式的横分的討論，也毫無改變地適用於 
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^ /'>. a ) d n 

AB 

這種形式的積 分《 如裝積分的曲線段」 A 可以表作 
wKy .) ( e <^< d ) 

形式的方程，則按定義我們令 

it 

^ /(^ y") d v=^ yl d y- 

AB c 

跟公式⑻一欉，我們可以證明，在這刺 “最簡 單”的情形下 

^ /0,20却=^ f ( x , y ) sinad \ (7) 

AJi AB 

( 因爲對於曲線 diJ 的切線與 oy 軸夾成的的戽顯然有⑼3 jS = 
並且，只要公式 (？) 右端的稽分有意義，¥們就可以 用這 個公式 
來作爲左端的賴分的定義。當然，在這:輿曲線在毎一個點上的切線的 
方向 （ 因而 Sin «的符號)都要符合於曲镍 AB 所収的方向： 

在實際應用上，我們時常需要討論如下形式的和： 
j" V ) Q .( x , y ) dy , 

AB AB 

在這個和的兩個積分中，不惲被積函敦彼此不同，就迚積 分餐量 也不一 
樣，不過取稷分倒是沿着同一條曲線 ah 収的。我們通常把這褪和寫成 

j V) dy-}, 

AB 

或者，更簡纸一些，寫成 

^ (Pdx+Qdif). 

根據公式 (6) 與(7)，我們有： 

^ (P<Ja:+Q dy') = C (Puosa+Qsiu a') d\_ (g) 
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S 121的練習可以鎏看 e . n . 捷米多維奇的習題集，第八章，習题 
293,205,290 . 


§ 122. 平面力場所作的功 

曲線積分在幾何, 物理以 及技術勒學中，有着大最的應用。在深人 
討論之前，作爲一個例子，我們現在來考慮這些應用中最重要而且最典 
型的一個。 

在§砧中我俩已經考處過在質點作直線運動的情形下變力作功 
的問題;現在我們來考慮同一個問題,但是我們只假定質點是沿着某一 
條卒面曲線運動。 

假定有力 F 作用在位於一個已知半面的某一點 O , y ) 處的一個質 
點上，^的大小與方向都由質點位置所在的那一點的座標: e 與2/喉一 
確定。於是，對於平面（或若它的某一部分）的毎一關，都聯系着一個 
確定的向量兄奁代表質點位於該點時，作用在質點上的力。這挿向最 
的全體稱爲確定在該已知毕面（或者它的某一部分）上的一個 f 
操。 

* 現在假定存一個質點通過平面上某一條光滑曲線的一段又 
假定在該曲線段上 B 經給定了一個力揚我們现在要來求出在這個 
運動中 力場丨 所作的功，要確定一個方場，最方便的辦法是給出力向 
量 F 在 0 X 軸與 OF 軸方向上的支量 P ( x , y ) 與:汉）；我們假定， 
這兩個函數在某一個包含曲線在內的跖域上連續。 

我們先把質默龙的道路分成一■性小段 A 2 , …， Au， 又在每一 
個小段 h 上任意取一點▲(>，扒)。分朽代表作用於點 A 的力向 
代表這個向: E 的絕値。35次，令叭代表向盈 h 與曲線义 B 
在點 A 的切線之間的夾角，切 M 的方向取得來輿運動的方向一致（或 
者，也就是說 ，令奶 代表向免: h 與動點在點 ▲ 的速度向最之間的夾 
角）。試設想如果小段 h 是與它等長的一®莳線段，叉它的方向就足 
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剛才所說的初線方向，又如果作用在适一小段上的力就是向量 h 所 
代表的常力。則根據普通物理的法則，當質點通遇這一小段 JU 時，這個 
常力所作的功就等於 

[fs ] cos At . 

常如很小，又當點沿曲線移動時向 1： F 以及曲線的切線方向的 
變化郴迚續時 ,_ h 面這 個乘和 [很明顯可以作爲動點沿 h 移勤時力場所 
作的功的一個近似表達式。佴是因爲很 fi 然地我們可以認爲，力場在 
整個曲線段 AS 上所作的功等於它在 fe —小段上的 “元” 功的總和，所 
以和數 


y [-Fi | cos <Pk*Xi 
k = l 

就可以看作是我們所农的整個的功的一個近似値，而且，道些小段; U 
的畏度 (K 徑)越短，這個近似表連式就越加褙確。我們知道« 32), 常 
曲線段的分法無限凝細時，逞個和敦趨向於一涸確定的極限，這個 
摇限旣不依賴於」£的分法，也不依賴於 毎一制 小段上點(％,扒)的取 
法;很自然地,我們就把运個極限算作是力場在整 S 曲線段 AS 上所作 
的功的精確表達式 。 S 個極限，桉照我們以前的規定，應該記作 

^ | jF | cmfpdX , 

AB 

其中 lin 孰是作用於點 o , : v ) 的力向量在該點的道路方向上的投 

影。佴；根據向最代數的法則，一個向蚩在樹可方向上的投影等於它 
的支景在該方向上的投影之和；四此，如眾我們把 ox 軸的正方向與 
勐 b 在點 o , 幻的速度向: a ； 之間的夾角記作《= 〆 叫友)，則我們就有： 
if | eo3? ) = i J (^, y) cosa+ Q(^, y) sino , 

而這就給出力揚在曲線段 IK 上所作的功的表逹式 

1.K = ^ {P(p.y) ooy a + Q(a,》'）sin a} Til, 

,i/i 
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或者-，根據 S 121的怂式(幻， 

{P(a:, y) t^+Q(a, y) dy\ : 

AB 

€_ 樣，我們提 m 的問題就完全解決了。在這裊我們胥到了，跟這個問題 
相關聯的一些物理槪念，正是在我們所建立的曲線，積分的一般槪念的 
術語衷，才得到了精確的數學表述。 

§ 123. 格林公式 

沿着閉曲線所取的曲線稷分在實際應用上起舂特別重要的作用； 
在本節和下節裏，我們持別來討論這楢類型的稻分 P 在這裏 ，作爲稽分 
道路，我們 K 考虛不自己相交的光滑曲線； S 極:曲線，如我們巳綵指出 
過的，永違把牢而分成兩個部分——外部與內部 n 我們把這植閉路記 
作 y ， 如我們在前面所說的，我們總是把積分 
j" (P dx+ Q dy ) 

Se 

f 解爲沿曲線/ 的“ 正”方向取的，也就是 I 沿曲線夂的适樣一個方 
向取的，常點沿父按适個方向移動時，内部永遽在點的左邊(圖 82 
相反的方向稱爲“反的”方向。 

我們來考嚴 xor 毕面上的一個區域货，它的上下邊界分別娃曲 
線:户炉〆 25 )與%($)，而左右兩侧的邊界分別是治:線3 = 0與2=办 
(圖抑)。在特別情形，适雨個線（或奔巩中的一條）可能縮成一點， 
這時，曲線汉=灼（£；)與2/ = <p 2 (s) 在 a; = « 與》= &就迪接起來了 c 我們 
假定，函數 AO) 輿 9^(2；) 在區問^ 上都是迚續的。假定 y)^. 
在 MM 级內 以及在它的邊界上葡 i 洩續並丑具有迚镄偏卷 斅的- ■個® 
數。 由前一章我們知遒，在這些 fl3 定之 T ，重稍分 
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圈 82 圈 S 3 

存在並且'可以表成 

b T.i ⑷ 

* 則 f ， 卜. 

跟牢常一麇,在求上式中裏邊一層(對 y ) 的積分時， a 保持不變；佴是 
在這植 情形下，顯然有： 

Pi(«0 

J 9 P ^ j - y) sy = p {>, < p ^ n , 

闶此我捫得到： 


b b 

jT ^ dXd " Jz= I p t>, i J C«, 

' a a 

根據 § 121 中的原始定義，上式奋端的兩個積分都是函數 P(®, 幻的曲 
線積分;第一個積分是沿曲線‘；/ =内⑼)的一段 ■W； 取的，第二個積分 
是沿曲線 W =朽 O) 的一段#取的。因此，我們可以寫成 

jjf 咖卜 y) ^ P(oj, 9/) 
vc ab 

=— j P {^ y ) 咖 — y P (^^/) dx , (1) 

CD AB 
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我們要注意，函數 2/) 沿面線段與 〔按任总 方向） 對* 的積 
分都等於容事實上，沿遲些線段的積分不能再根據§ 121的原始意 
義來確定，因爲沿逞些線段 y 不是^的軍値函數。佴是§ 121中擴充 
了的定義在适裏是完全適用的，並且給出這兩個賴分的値都是零，因 
爲，很明顯，在這些直線段上 ,<» aa -0, 

因此,我們可以把公式 ( 1 ) 寫成 


膀 ㈣ 一卜 

AB BC 


Pd:c 


-J 


Pda- \ rdx. 


或卽 51 ^ da:dy= ~ ^ ^ ' ⑻ 

00- 9T 

其中以 是區域0的邊界，按照我們的一般規定，它取正方向。 

現在我們可以設想，在整惘以上的討諭中，變量:《與 W 的地位 M 
換；於是阔83中的區域级應該換成圖84 中的欉子。假定是 
在這悃新區域@内以及总的邊界上都 
速續並且具有連績偏搏數的一個函數。 

趿我們剛才所進行的步驟完全一樣，讀 
者自己可以獨立地進行計算，從而得到 
類似於等式 (2) 的下列闌係式： 

jco, jo 

不過 道廛跟 (2) 式比較起來，右端差了一 
個符號。驟然看來， S 涸差別好像有钱奇怪，但實際上，這個差別的 
出現是因爲在我們選擇閉曲線的方向時，座標軸之間的相互位置失棹 
了對鞘性；按正方向沿覉以原點爲中心的圓周（圖 S 5 ) 轉動，如果要想 
使 cur 軸的正方向轉到 or 軸的正方向，我們 M 轉過90°的弧；反 
之，如果我們要使 or 軸的正方向轉到 OX 軸的正方向，則必須轉遇 
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270 J 的弧 U 或卽，按反方向轉過的弧 ） D 



現在我們假笼區域切的形狀旣滿足圖83的條#又滿足 PS 4 的條 
伸(任意的圓 ，椭圓 ，凸的多角形及如圖 S 6 中所示的更一般的圖形，都 
滿足這個要求)。於是，如果八乂^)與 Q (^, 幻是在區域逆內以及它 
的邊界上都連續並且 ft 有連績偏導敷的兩個函數，則關係式 (2) 與 (3) 
都成立。 

從(3〕式減去 (2) 式，我們就得到： 

H{^-%) d: 2 d y=l (pds+i i d ^- ⑷ 

這個非常 s 要的蹦 係式通常稱爲它建立了某種重精分 
輿某種曲 線稽分 之間的聯系,敢丑从有*火¥的 ' 實際應用。我們前面只證 
明了,對於某補特殊的區域，這個公式成立。其實，我們不難把它髖充 
到非常廣泛的一類區域的情形。事實上，我們來考慮道榛一個區域逆 
(躅 8：), 它的邊界是一個簡單的(光滑的並且不自己相交的)閉路；我 
們引一1条光滑曲線把這個區域分成兩個區域级：!與逆 2 。 姑丑假 
定，格林公式 (4) 對於區域 您： l 與您 s 都成立„我們把對應於這兩個區 
域的格林&式寫出來，並 - H ■把它們加起來。於忍在等式左端我 ffl 就得到 
笼積分 
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而等式右踹則是按正方向沿着區域切：!與该 S 的邊界所取的兩個曲 
線精分之和。圖 S 7 中的箭頭表明，: fr : 道兩個稂分中，曲線/所収的兩 


個方向剛好相反，因而對應於适兩部分 
的曲線積分就恰好乜相抵涫；而餘下部 
分的秸分之和，顯然就是按正方向沿您 
的邊界所取的積分:.闶此，我 mi_L 經 
證明了，如果格林公式對於區域必：!與 
i? a 祠; 成立， 則它凿於區域切也必然成 
立。重褪道個推理，我們不難知道 ，如果 
我們用曲線把區域切分成任意多個區 m 87 

域，而對於甸一個分成的區域格林公式郤成立，則對於區域级格林& 
式也成立。 四而， 特別說來,格林公式本佴對於原始證明展的特殊區域 
成立 ，而丑對於 rtM 區域，只要我們可以用 一挫適 當的曲線把它分成有 
限個上述道柿區域，也都成立。 +難 想到，道 liL 經給出 了很廣 的一類平 
面區域。特別垃，對於所謂有“洞〃的"'複連通”區域（岡 》s)( 卽不僅由一 
條閉曲線，而是由若干條閉曲線所圍成的區域），格抹公式也成立，只要 
這種區域是若 T 上述簡單區域的 ; ‘和' ft 這 
稀愦形下，辂林公式右端的曲線精分是沿區 
域逆的外邊界的稂分與沿全部“洞”的邊界 
的積分之和，其中毎一個邊界都取正方向，換 
句話説:，當一個動點通過每一個這些邊界時， 
區域逆永遠都在它的左邊 u 

最後，我們還可以證明，格林公式對於 汀: 
意一條光滑谢曲線圍成的區域也成立。 爲此， 
犸們必須首先證明 ，由 多角形（闭 折線） 圍成的原域總可以表成 前面所 






B£4 m . 分 析擗明 农 租 

說的那穐簡單區域之“和 、西 而格林公式可以應用到任意一 M 多角形。 
然後我侗作已知光滑闭曲線的內接多角形，把格林公式應用到這些多 
角形，再令這種多角形的一切邊長無限減小，我們可以證明，逋過極限 
過程,衮達格袜公式的關係式,對於已知光滑閉曲線圍成的區域仍15成 
立，至於运個證明的詳細步驟，在运： S 我們不徙詳談了。 

§ 123的練哿可以參潘 b . ii . 捷米多維奇的習題集，第八章，習題 
311,342 Q 


§ 124 . 在二元函數的微分上的應用 


除了在物理中的許多問題上有重要應用之外，格林公式，就在解决 
數學分析本身的一系列問題時也是非常有效的，在本節中我們就來考 
慮這種應用當中最茧耍的一 M e 

假定 27) 與 Q (^ ； y ) 仍鸹代 表在嗯毕面上的某一個區域级 
上連續，逋且具有連鏟偏導數的兩個函數。爲了使得我們的說明不至 
於被那些非本質的細節弄得裰雜化，在以後所有的討論裏我們都假定， 
不論是區域级或漭是在本節中所遇到的其他的區域1;是開的〔卽只由 
内點組成的），犟連通的（卽無“消”的)旅且它們的邊界都是簡-¥-的 C 不 
自己枏交的)光搰閉曲線。 

我們知道 (§ 90)，如果表達式 

⑴ 

( 2 ) 

在區域.谈上到處都成立;反過來，在函數尸與 Q 述續的假定下，從關係 
式 （2) 就可以推出，函數/'如, 20在 E 域级上以表達式 （1) 爲它的微 
分。在數學分析—系列的問題中，我們常常需要判斷表達式 (1) 在給 
定的區域上是杏是某一涸二元函数的微分，因此，很自然地，有 it 檨一 


PO , 30 ds + Q ( ca t y ) dy 
在區域谈上是某一 M 函數， O , 20的微分，則 
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備判別準則是有很大的好處的。说在我們就要看封，利用袼林公式我們 
不難趑立這欉一個函数 P 與 Q 應 M 滿足的必要充分條伴;更確切些說， 
我們 K 際上還不 M 是得诏一個，而是得出三個這稱必要充分條件（當 
然，适三個條件是彼此等價的，只不過是用不同的語來表逹的就足 

了 )。 

定理.準箏學宁 ❸吁吁了吧 都〒^準出其除三 個： 

l c k ： P da: + Q dy ^kk W*® ： f ： WaV) ㈣ 

兮 •， …’ . * ' 

2" !;= 馨芋轉 切丰 ㈣ 枣芊； 

3 ,J tiff 

j ( Pdcc + qd ^) 

4° 簡線賴分 

j {P d ^^- Qdy ) 

AB 

iM!SM , Kfia 

kk:kkkki^!3ff 七峰每 . 

'_ iki 士“月了•,4#^;3%^’中•的■任何一個，都可以作爲表達 
式 P cte+Q dy 在區域级上是某一個函數 F {< S , y ) 的微分的必要充分 
條件^我們還會看到，這個定理的證明使得我們還徙够同時找出阄数 
尸1>, 20的衷達式來，如果它存在的話。 

爲了證明這個定理，我們現在來建立四個輔助命題，這四個命題的 
仝體就是定埋的證明。 

引理 1. 

明.從 二 dF , 可知 
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從而 色 m • 

一 匈’ 一 9\ f 9 x ’ 

闪爲函數與^ ■ 連 M , 所以上面兩個等式的右端彼此相等；固而左 
端也彼此相等，這~就證明了引理 1. 

弓 I 理 2. 零 2 C TO-fffim 3'\, 

- fBJ . 假士區 域级內 部的一條光滑的閉曲線。把格 
林公 A - 用到曲線以 所圍成 的區域 A , 因爲根據假定 ； 在區 
域您上到處成立，所以格抹公式的左端等於洛，從而得到： 

^ ( Pdx + Qdy )^^, 

而 i £ 钛是我們所要證明的 ( ， 

引理 3. 亨3°可乎準中4_’。 

—. 把釵域^ A miM 與 b 在區域切上用兩倐彼此不相交的 
曲線與父 2 迚接起來（闊8«),於是從彳到厶的道路少！與從』到 
』的道路合起來紐成一條光滑的閉曲線； W 此，根據我們的假定 

_^ 

of F T 

圈 89 

(.!/、） (.<^\) 

^ (Pdx^qdy)^ | (P d^Qdy)^^, 



AE 


BA 




佴逛闽 爲 
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所以 


( X/M ( i /^) 

^ ( PrEa:+Q dy) = — f (P d^+Q dy), 
ba a r; 

( SA ) ( S ^2) 

J (Fd^+ Q dy)^ (rd^+Qd^y, 

AB A I ； 


道樣就對於彼此不相交的道路證明 r 引理 3 : 淇次，如果父：!與/八 
彼此相交（圖 ⑽）， 貝！I我們可以用第三條道路 2V 把] 與 S 述接起來， 
使得道條道路也整個在區域迓上並且旣不與相交也不與父 2 相 
交《。於是，根據剛才已證明了的結果，沿交 3 的賴分旣與沿 y i 的務 
分相等，也與沿的賴分相等；因而，沿的兩悃積分應該 
彼此相等，這就完蚤證明了引理3。 

引理4_準 4。7 平準$1% 

. 考蚤區域切丄心一個固定點 A ( x 0 , 與另外一點,万㈤扒 
我們的坐樑算作是變 M, 於是點刀就可以走遍整個區域涿。 H 
爲我們 K 定了糖 分 

[ iPd ^ Qdy -) 


不依賴於連搂點2與 B 的榄分道路 ( 只要求逞條道路整個在您的內部 
並 A 是光滑的），所以斜於固定的點為這個賴分 P 、 依賴於點 i % 摘句話 
說,它是點刀的座標 T 與 y 的一個單値函數打叫汉)。如果我們能够證 
明，在區域级上的何一點都有： 

3 Z _ 

3 -y " 


2 F 
da ' 


P, 


- Q , 


o 爲簡單起 a , a 裏我捫假定了 a 捻的逬路是存在的 e 怄亊 s 上並非永遠如此, 

圖01所示的情形就說明 了這一 
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則松據函數尸輿 Q 的連镄性有： 

dF=Pd^-\-Qdy ? 

而遺搡引理4就證明了。 

現在我《就來證明，比如說,蘭係式 |^ = P 。 假定 B ( x , y ) 是區域 
泌 的任意一個（内）點。如粜 I 足够小，則點 c ^+ h , 20也必然是區 
域您的點。用整個在區城淡內部的任: S —條光滑道路 把點』 與£連 
接起來;再用直線段 *50 把這條遒路延苌到點 C ', 於是我們就得到一條 




(顯然,也是光滑的)道路 ABC? ，它把 1M 與點 6' 連接起來,並丑整個在 
區域逆的内部 CM 的 ） 。我們有： 

F ( x , y) = ^ ( Pdx+Q dy '), 

AB 

I ( ， C®+ h, y) = ^(P diS+(idy)= ^ (PdGi+ Q dy) + ^( P dx+Q dy), 

ABC Aiy EC 


從而 


因爲 ® 


Fh+h，y)-F{^ y)=^^(P do:^-Qdy)= ^ Pd^, 

BO BO 

dy^=o , 


o 這是 ra 爲透路是水平的;在衫式上，違可以趿我捫在格林公 式:的 論證裏證明沿 
玉瘟棵 段到® 的蕷分等於爷一様來暹行證明。 
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但是根據中體定理 


^ Pdcs=hP(s ; ^), 
BC 

其中十心因此我們 得到： 


F(a：+ h, y) = PU； yy> 

h 


伹因爲當 A .->0 時，而函數 P 又在骷 £(^,20 迚續>所以 
3 F 


~3^ 


■- P (^, y ) • 


完全類似地，我們也可以證明關係式 

這漾引瑰4就證 完了。 

引理 1—4 合起來顯然就是上述主要定理，因此，主要定理的證明 
也完成了。 

§124的練習可以參宥 R H. 捷米多維奇的習題集，第八章翌題 
300, 302, 305, 308 c 


§ 125 . 空間的曲線積分 

曲線積分的槪念可以很自然地而 . a 毫無困難地推廣到沿銮間中的 
曲線道行積分的情形。在最簡單的犄形，當空間曲線在仙 這一 段可以 
用方稈 

汉=穿（2；)，2=垆〔300«&或 

表達時(其中，函數 屮⑻舆 必 O ) 在區間(《， &) 上連續），我們按定義命 

b 

^ F(x, y,z) da =$ _Fj>, ^{x), tp(a^y}dx ) 

AB a 

特別是由此可以推出，跟平面曲線的情形一樣 



6 S 0 


數學分初 储明敎 杈 


j y ,^) = - j Ff ^ V > K ) d{S - 

BA AB 

适侗原始定義僅僅適用於最簡軍的曲線段’跟處理年面曲線積分 
的愦形一樣，我們也可以把它擴充到1的情形 3 

假定函數 v(<=m 40) 在區間(《，幻上有連賴的導數，我們仍舊把 
曲線段分成一些 “ 小段” A t , 這些小段都是窣間曲線的小弧。我們 
有（§ 53 ) ： 

Ai = ^ vT+WH^y+W^W ) dx ， 

h 

其屮玛與恥是 A , 的端點的横座標。 

令 a = a<s, Jr, s) 代表曲線 AC 在點 Os, 扒 s) 的初線與 OX 軸的正 
方向之間的夾角(切線的方向總是取得來對應於從 Z 到召的運動方向)， 
我們有 (: §站 ） 


C 03 ( X . — 士 -_ —--— v __ =：：. H —. 

Vl + < P \ cs )+^( js ) 


這裏，在曲線段: U 上 如果处 > 叫我例取 ;; + ”號，如果為< a t _ 1( 
我們就取“ 一”號 3 和§ m 的論說完全一樣，我們不難由此證明，在曲 
線段亨增乎的情形，跟§ m 的公式 (6) 類似的公式 


^ F <^, V, 2 ) (to = y 1<X^, y^'icosai^y, z)d\ 
ab An 

成立。這裏也跟那裏一樣，等式右端的精分得 到了一 胸搆適性的定義 
C 規定爲一種確定形式的和的極限），它在曲線段比較祓雜的情形 
下也有意義。(:特別_，只要這個曲線段可以分成有限個簡箪的小段， 
等式右端的蕷分就有意義，例如，最簡單的閉曲線 就是遲 樣適然，卽使 
是任意的一條光滑曲線時，積分也還是同樣有意義，這相當於我 
們在§ Ml 中對於毕面曲線所得到的結果 J 因此，在這裘我們也可以杷 
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以上得到的這個公式看成是公式左端的电間曲線精分的定袭。對於最 
簡單的曲線段，這侗定義與最初給的定義完全相同。 

當然，上面所請的一切也郡適用 對變量 3/以及對鐽呈2的積分。如 
^ p , Q 與及在包合曲線2 一 AB 的一個疼間區域上，是 A 2 /與 .S 的 
三個連績函數，則相應於§121的公式(8)，我 們有： 

^ (P da: + Q dy + R ds ) (Fcoa^+Qeog Haosy ) dX , 

父 ¥ 

其中《，泠與 K 是曲線¥在點（％ 2/，勾的切線分別與三個座襟軸的正 
方向之間的夾角，這裏切線的方向應當取得來跟曲線乂所取的方向一 
致。 

因爲跟力場的存在相聯系着的一些物理過程，在絕大多數的情形 
下，都不是在平面上,而是在空間中進行的，所以我們總#望曾求，常點 
沿任意一條光滑的空間曲線運動時，力場的力所作的功，這個願望是完 
全自然的(當然，我們得假定力場是分佈在堪間或空間的某一部分)。如 
果在空間的點0=,扒 S) 上的場向量是用它的支; z ), Q ( x , y , z ), 

V , s) 給出來的，則我們可以像 § 122 中對卒面力場的作法完全一 
樣地來證明,常質點沿曲線運動時力場所作的功研可以表作植分 
^ (P dx+Qdy+Iids). 

AB 

最後，跟毕面的情形一欉，沿盎間曲線的曲線積分在下面也&這榛 
一柄間題中起着重要的作用 ，卽： 在什懸樣的條件 "F ，表達式 
P(s ， 贫， 3) dx+Q(a;, 2 /,s) dy-^r R(x, y. s) dz 
是一個三元函數 F{x, y, s) 的微分？對於形狀相當簡單的空間區域，我 
們有與§ 124中的定理完全類似的一個定理，這個定理由下列四個等 
惯的睹語組成： 

V 表達式 Pdx + Qdy + Iidz 在盎間區城V上是一個函數 

«♦« « 睿 «»♦ 

之)的微分； 
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2 n, 勢 

9 P _ 3 Q dP^R 3 Q — 3 B 
dy 一 2a: ’ ds 9(s" ! dz — "5^", 

學 — y 

' ihmm - e^um ^ 內部的任何光滑閉曲線的曲線積分 

*«••••••* »»**•****•»*•«• 

^ (P d^+Q dy-\-B dz) 

； 

4。’ 

^ (P das-^-Q dy+R d^} 

AB 

. 

* '要想 W 明 W 些 ''命 ^_的_等¥性，我們只需依次證明與:§ 124的引理 
1一4完全類似的四個引理。這些引理應該怎樣敍述是顯然的，這裏就 
不再敍述了。讀者可以毫無困難地發現，在這裏，相當於 S 124的引理 
1,3, 4 的三個命題可以像孤裏一樣地證明;佴是相當於§ 124的引理2 
的命題： ：( 從可以推出”的證明就不间了，我俩暫時還不能利用 
與§ 124引理2的證明類似的方法，因爲對於空間的曲線積分，還沒有 
一個與格林公式類似的公式。在本章裏，我們還不能建立這榛一個公 
式，因爲這個公式本身要牽涉到的槪念，而這個新槪念要在 
?一章才引進。在那裘，我們還到 k 個間題，报據一 f 固與格林公 
式類似的公式來證明我們道一串引理中的唯一的，我們現在還不能證 
明的環節(“從2” 可以推出 V ”），這樣來完成斷語 I s ' —4。'的等價性 
的證明^ 

S 123的練習可以銮卷 D . n . 捷米多維母的習題集，第八萆，習題 
326. 328, 335. 





第二十九牮曲面積分 

^ 126. 最簡單的情形 

在 S 121 屮，我們把含鸯變量 ( 在法問的犄形，含雨惝參鹺是）的舒 
分槪念很目然地加以推廣，來引進了曲線賴分的槪念。如果我們的出 
發點是含遂變 E 的二 甫嵇分 ，則類似的推廣 , it 接杷我們引向本章所要 
講的，非常 ® 要的曲面賴分槪念。 

我們东考慮一涸曲面，假定它在與収値的原域迓（區域逆讨 
以設想 作江何 一個可測圖形)上可以表作方程 

s=/(> ， y )， （ I) 

其中函數 /O, y) 在區域这上連鰌。我們用 Y 來代哀曲面 U) 上， 
用平行於 oz 軸的直線來役影時，剛好投影成您的那一塊，假定 
y , 勾是在三維空間中一 ffS 内部包含 〆 的區域上速續的一個函數 c 
如粜把 s 孬成一個常數，則二重積分 

j F(、H z)dccd-y 
SO 

就以 s 筲虐鐽策，從而，它是塵變 ® s 的一個函數。但是我們可以採収 
更一般的觀點，把5!算作是一個在區域■^上迆瘛的 A 2/的函数，比方 
說 S =/( S ， J /)， 於是給定的積分就變成 

i'l >， y ， J(' 2/)3^^, 
m ■■ 

其中，被積函數在區域逆上連績，所以積分不成問題是存在的^ mm 
一個積分稱爲函數 ^0,扒 勾沿曲面 （_ i ) 的一塊 y 的一個,並 
且記作 ^ ^ F(a, y, z) dzdy', 


〔 633) 
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楨分號 T 的符號是用來指出，在積分的過程中 M s 應該葙成是$與 
V的闽数，而凡记個函:敦就是甴以爲一部分的那谰曲面的方程 （1) 
所决定的那惝函數。特別情形， 如果在 區域沒上 S 是一涸常 a (我們 
推廣的出發骷 ） ，則無弗是我們在曲面 （ 1 ) 上進行粒分的那一塊是平行 
於毕而 XOV 的一部分半面,闽而适時曲面秸分 (1) 也就迠一個普通的 
二重積分了。 

我們現在假定，函製 fi^y )在區域级上不僅連繪,而且具有連賴 
的偏 導敦。 把給定的曲面塊分成 K 徑 o 很小的葙十部分 C •'小 塊 
小塊仍的而猜仍 舊用 ⑺..來代表，這個面糙，我們在§ 120中 Ei 經知 
道，可以表作通橫分 

JJ d ^ y '^ SS v . 1_4: ? P ( a '， 沒 ） + ' f ^( z TyT dx d v -^ 

厶 fc ^ 

其中 A* 是小塊内在 X01" 半面上的投影，而 y 則是給定的曲面在點 
C s ： y , f (^, y)1 的法線與 oz 軸的; iE 方向之間夾成的銳角。裉據中値定 
理〔§ 116)，我 們有： 

CT ― 

k — ~&^ rl ! 

其中 h 是角？-在小塊的:的某一點(狗，价，岛)上的値。 

現在我們作下舛牽涉到曲面塊./上所有小塊的和数： 

2 巧级， W*) 謝？ V<n. = 2 2/k, /On ：，y 

k k 

闶爲根據我們的假定，^ h 在區域您上是 a v 的述續酎 

數，所以根據第 27 章的結果，等式右端的和數，常分法無限變細時，以 
二 ffi: 槪 

O « 了不他_我捫的敍述孩 ® «铒 R 眩的木踅 S . ff 商接猢：5 的細 茹弄得複雜化， ft ® 
裏以及以後所有 的討 論中，我 iham 假定，這 a 小塊以及以 後食碰 到的那苎區域，都是由足 
夠衙準的閉曲糨囵成的 畢 逐逆的囡形；通陆一 來： 我捫就可以把拟前所建立的所有必耍的 
槪念與紡果應川到 ii 些小况以及豳域上: i ； 。 
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a , y )] 必办 


爲極限 ; 而适個二重植分不是別的，它正是我們前面定莪的曲面:粒分 
y.^')Ax dif . 


H 

闶此, 迢個曲面積分可以看成是和數 
^ F ( zi -. j / j , sj ) co , srr . *0-1= 2 


l '\ x k , gfc ) 


〆 1+./'； s . m )+ 7 JK ^ t , m ) 


當分法無限變細時的極限。佴是 T 面這稀形式的 fti 數 •. 

2 V {^, pt , Sk)(Tk 
k 


(:其中 ft 是曲面塊 Y 分成的小塊的面精，而^，扒，办）是_ h 的任意 
一點）的極限，在§ 120的第2段中就 a 榉考慮迅 r, 在那裏我們曾經 
把 is 樣的極限稱爲函數 ^(s：, V , ") 展怖在曲面塊〆上的稷分，並且記 
作 




妒以，汉，； 3 ) 


< icr * 


西此，在這裏我們就有: 



上 、（江， V , 2) dx dy 



F(^, y, s) eos^(a, y, g) da- 


Sh 


F ( x , y , %)dg r 


1 + 


⑶ Mir 


⑶ 


适悃公式與 § i2i 的公式 (e) 完全類似，並且电在曲面積分的埋論 
中所起的作用也正好像 U 21的公式 (6) 在曲線積分的理論中所起的 
作用一樣 。首先 ，在我們所考慮的最簡單的情形，道個公式已樾給予 JT 
曲而積分槪念一個新的，就其性質來說，還是構造性的定義 （ 因爲公式 
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(2) 的在端是定義怍某秫結構-肫有確定形式的和数的極限—— 

的結谌 X 其次，我們很快就曾渴到，跟§ 121的公式 0) —欉，公式 (2) 
是曲面賴分槪念一搁很有意義的（起出 r 本 gi 所考慮的簡單情形的範 
圍的)推:廣的基礎。 

不 a 而愉, 如果對 O , 々或(趴勾這兩對饅量之一進行擠分，當然也 
有類似的定義輿類似的關係式； R 需要所取的那塊曲面 Y 可以表作頓 
似於方程 （ 1 ) 的相應的方程就行。在實際應用中,我們常常曾遇到展佈 
在同一塊曲面上的對於不同的“凝景對"的三個權分之和。 

假定 P ^, y , s ), QOu ) 與(>，扒 s ) 是在某一個包含曲面塊 
7的（三維空間的）區域上連續的三個函敷。假定 
^ y , 分別是給定的曲面在 〆 的點 o , 沁 =) 上的法 

» ox , oy , oz 的 JH 方向之間夾成的角，又假定我們可以运樣來選 
取法線的方向，使得在曲面塊 y 上 ，角度 a ， p , y 都是銳角。通常我們 
都把積分之和 

Q(ai, y, n)ds dx+ H(x, y ， z) dx d.y 

寫成一個精分的形式： 

(J J dy dz+Q dz dx+ H dx dyy ， 

如装我們所取的曲面塊 y 是這橇的，在整悃這塊曲面上，三個座標中 
的每一個 都是另 外雨個的具有連續儒導數的單値函敏，則根據前面所 
說的,我們顯然有： 


% < i ^+ J ^ 

r ? 


\ \ P dydz =： i \ Pao^ada- y \\ Qd^diS— ff Qeoa^cEfr, 

P P J J 

^ ^ iJ dxdy — ^ ^ cos Y do- ? 
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因而， 


、 j (Pdy dz-\- Q d% rfrp4 - R dx dy')= 


^ - 


™so 十 Q eos /3-f - R cos V ) dcr. 


% 127. 曲面積分的一般的定義 

我們1部的開頭給出的曲面植分 

W y^) dtc dy 

的簡軍定龚中，公開申明我們假定了給定的曲面在 Y 這一塊上可以表 
作§ 120中 （ I ) 式那柿:形式的方程，卽每一條與軸毕行的直線至多 
舆7相交於一點。逼個趿制，對於應用非常不方便，因爲在應用上常常 
需要沿着一個封閉曲面取賴分，但封閉曲面顯然是不會滿足我們所提 
出的要求的。因此，我們應該從§ 126中所考慮的最簡單的情形出發， 
想辦法來把曲面粮'分的槪念加以推廣，使得推廣後的槪念徙够包含在 
應用上所需要的更韨雜的情形。 

§ 126的公式⑶給我們提供了這禅:推廣的一個有益的出發默。适 
個公式的中間部分，就它本身的定義來說，與曲而塊的形狀完全無 
關，比方說，對於足够 ti 單的閉曲面它仍然有明確的意氣 因此， 如果 
在最簡單的愦形§ I 26 的公式 (2 ) 是當作一個來證明的，則在比較 
祓雜的恼形 ； 我們就可以杷§ 126公式 (2) 的前^個等式罨成是它左端 
的猜分的用道個辧法我們就可以對任意曲面塊定義積分 ( 1 ) ， 
只要§ 126^&式⑻的中間那個猜分在7上有意義就行。 ® 樣我們 
已經完成了一個董要的推廣，對於極大多数的應用來說, S 様推廣後的 
曲面積分槪念已經够用了。 

佴是,要想璋個推廣了 fltf 定義是唯一的，我們還有必要衡更一般形 
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狀的曲面塊，指定自1如公式 ( 2 ) 的中 間部 分赵的角 y (4， y , 0的値；由 
於 y 總是指給定的曲而的法線與 0 Z 軸炳 正方 向之間的夾角 t 所以要 
想指定這個値，我們就應該在曲面的你一定曲面的亨(當 
然， m 也就相當於選定的符號)。在®^眾的憜形,'義 A a 經规 
定總是取定法線的方向在（从軸的正方向逼一遴，也就足說，把 x 取成 
銳角 這棰規 定在那虚是很自然的（趄至在實質上是唯一可 
能的） ， W 爲在我們的討論中™ r 最初屉作爲雨個而精之比而出現的。 
饵是，不難若出，在曲面塊的形狀比較不那麼簡單的情形下，對於大多 
數在實際上常常遇到的問題來說，繼給這樣來規定法線方向，就會不方 


便了。 

比方說，我們設想是一個球面。於是，&上宇球面的點上，法線 
的方向必須取成向外的方向，而在下半球面的點上，則必須取成向内的 
方向；當點經過赤迸時，法線所取的方向突然改變成正好相反(圖 93 )。 
不難预料到，如 I 在定鸢中道欉來選取法線的方向，道定義會在很多 
情形與寶際問題魴意義不符，面而在求解畤就會造 
成許多不必要的麻煩。因此，我們必須引進法線方 
向的另一糚取:法，這 If 取法應該沒有上述的缺點 u 
爲了使得這個新定義更加具體，我們作爲一悃 
例子再回過來從敵考慮是一個球面時的情形，科 
學的歷史淸楚地吿訴我們 ; 在這個情形，對於極犬多 
數與 P 2 li 中 （2) 這棰形式的積分相聯系的實際問 
題來說，都最好是或-者把毎一點的法線方向都取成 
向外的，或者都取成向內& (也就是說，或洛處處 S ! 取所謂外法線 ; 或 
者都収所謂內法線 ） 。 爲了確定起昆，我們収外法線，也就是說，我們算 
作§ 126 的積分 (2) 中的 I 是球面 7 在點 CS , V , «) 的外法線與軸 
的正方向之間的夾角。於恐，在上半球而.力的點上角 y 是銳角，在赤 
道的點上广是赶角，而在下竿球面 y * 的點 上穴 則是純角。陧此，如果 



圖 93 
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把 W ris dy ^ Fd<sdy 了解爲 § 1別中所定義的，沿着 •'货 簡 

iA i/i 

眾的” ttil 面塊 穸1 與的曲面槠分，則在角尸的新的意義之下 


jf'cos V dcr= ^ F d r j： dy , 

^^ F cos Y dcr = — I<' d/s dy , 


^ a 


闶而按照曲面校分的推廣了的定義 （§ 126 &式 (2)) 




F eoa Y dcr - 


f I'' cos K d(T ■{- F cos V dcr 
f >~\ i /% 


=^ ^ F dx Ay— F d(s dy, (2) 

r /, ,^ s 


am , 我們提醐一 下， 等式右端的兩個 提分都 是 § we 的 原始意 龚之 
下的稱分)。道時，角？ 7 的定叆是這樣的，在球面所有的點上法線的方 
向都是向外的，所以在上叶'：球面的點上 ®s X >0,而 驻下竿 球而的點上 
cosK<0 c 我把這欉定義的積分 （S ) 稱爲一個學#竽呼吁， 
的植分 D 赍然，對於球而所有的點我們也 可以不 取內法線’; 
於是我們就得到學 f 夺乎 早穸巧 巧平啤積分 (2〕 ；闶爲由內法線轉變 
到外法線時， eosr 左涤诸>的每’」|^都改變符號，所以上述兩個秸 
分只是在符號上不同而已。 

當曲面塊夕足我們在§ 12(? 中所詳細考憨過的那種形式（也就是 
說, 〆 可以表作中 （1) 式那糂形式的方程）時，我們的事情還要更 
簡單一些。我們曾經選好 J •法線向上的方向 (《># >0)，诹且設明 r , 
^ ^ F dsdy F cos 7 dcr . 

P 

缺據我捫現在的斬観點，我們把 這個 賴分說成是展怖在曲面塊少的上 
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反之,如果我們處處都取法線甸下的方向,則賴分 


J'coa V dcr (3) 

就改凝符媿;於是這個糙分就成爲 f ff 穸 -Tf j 吵顆分。我 

們召到，(3)式适惘記法本身並沒埏佈的那一 
侧糖分;道&毎一次都需要特別中明。 

現在我們冋到一般情形。不软7是封閉曲面(像球而那欉）或是 
有確定邊界(邊綠 ) 的曲面塊，在絕大多數情形我們都不難區分曲面的 
兩“側 T ， 就像我們在上述兩個例子鹿所屙到的那欉。給出曲面的確定 
的一側， 等於給 出在曲面的每一點上的法線方昀。 

如粜選定了曲面的一側，則根跋定義，展怖在曲面這一側的曲面猜 


f f F da * dy 

就等於 ■ 仏 W 如， 

其中 r 是我們所選定的法線方向與軸的正方向之間的夾角。 

fa 是，如果我們希望我們推廣後的定義能够包括足够廣的一類曲 
而，我們還應該箝微詳細地談一談，我們刚才所說的曲面的雨“侧”在一 
般情形 兜寛是什麼；這個問題甚至在不是彳卜麼高深的情形也可能發生 
一定的困難的。 

現在假定，我們所威興趣的曲面（或曲而塊） ，/在 每一點都有切 
面，並且切面的方向隨着曲面上點的 ® 續移動而迚續變化。我們上面 
曾經說過，爲要選擇曲面的確定的一^只要在曲面的每一 ss 上選定法 
線的方向就行 jt 。 饵是，如 s 在曲而^的不间的點上我們所選禪的法 
線方向是彼此不相干的話，那末，一 M 說來，我們就得不到任何有用的 
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結果 ，西爲 ，&這欞的選擇之下■，角 X 雖然是曲面上點的函数，但它可 
能到處都不連癬，從而包含的精分也就&有什麼意義。不論是這 
些形式上的理由或是 K 觀上的理由，都很淸楚地吿訴我們，在曲面的不 
同的點上，只有把法線的方 H 能够選得东使得當點在曲面上運動時，法 
線的方向述績地變化才有意義;換句話說，我們要求角7是與它相關 
的點的座標的連績函數。 

現在我們在曲面 〆 上任取一點為弓1曲面在道一點上的法線，然 
後在這個法線的兩個可能的方向中選定一個。讓點』在曲面上沿着一 
條連線的道路移動,並且在 點/經 過的# 一點上都引曲面的法線，在這 
呰法 線上，我們選定點2沿道路移動到該點畤法線方向保持述癔的那 
個方向。我惘假定，動點就這欉經過某一條道路又间到原來的點4。動 
點的法線將以那一個方向 H 到原來 的點呢 ——以我們出發時的方向， 
還是以正好相反的方向 IhS 到點』呢?不難裔出，無論是在我們以前所 
考慮過的例子:窠，或是在絕大多數我們能够想像到的其他情形,法線方 
向總是以出發時的方向间到原來的點』的（在這座必須事先假定點所 
經過的道路不跨過曲面的邊緣)。然而，适個規則並不是對於所有的 
曲面郡成立的;例如，我們考虑:著名的“墨比烏斯帶〃，鬯的模型可以用 
如 T 的方法來得到：把一塊 K 方形的紙條(阔94 ) 扭轉 1 S 0 ' J 45 
沿 ad 輿加雨邊粘起來，使得 c 輿 e 甫合，&與 d 重分 c 不難驗蹬，如 
果我們在道條帶子上仃収一點/ ,然後從 d 出發沿整個帶子按前面所 
_方式移動，法線的方向並不是以原來的方向，而是以相反的方向回 
到點次在 PJ 後的时論中，我們永逹不考慮适種（在實際間題中幾乎遇 
不到的）曲面，因而我們總是假定，不管怎欉収起點，也不管經過那一^ 
不跨過曲面邊緣的連緻道路， U 要我們連箱地改變法線的方向，我們總 
是以原來的法線方韌冋到原來的出發點。 

在這些條件之下，我們不難萄出，要確定曲面在每一 S 的法線 
方句，只要選定曲面夕在某一點』.的法線方向就够了。事實」:，加果 
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方逛 曲荷上另外的任一點，則經過兩條不同的逍路與從 X 

d _ c 到忍卻以 ffi 】 一假法線方向到達點召，因爲， 

不然的話， P 、 要從點 SfU 發首先倒遇來經 

；- 遒道路到達點洗然後再經過遒路 

H 04 回到點找我們就要在點刀得到與出發時 

相 反的 法線方向;但是裉據我們的 K 定,這是不叶能的。 

闶此 ，興 於我們所考慮的這褪類型的曲面，在某一個點上法線方向 
的選擇就嘴一决定了在曲面上所有英他點上的法線方向，也就是說，唯 
一决定了曲面的一 $!!;如果我惘在該點上選擇相反的法線方向，則曲面 
所有其他點上的法贏方向也都隨翁改變，從而曲面也就從一侧轉到另 
外一側。闶炖，我們所考 I ® 的這種類型的曲 ® 可以稱爲寧， 巧 曲面(以 
示區別於墨比烏斯帶那欉的所謂曲面)。 ' 

明確了适®以後，我們现在到沿曲面給定的一侧所 取的攒 
分的定 確了。 假定,7是一锕雙侧曲面(或雙側曲面塊） f 在它上 面我們 
a 經選定了確定的一側。 假定 k -二 nu o 是 o ；； 軸的正方向與（由 
我捫所選定的一側所决定的）曲面/在點 (X y ) 的法線方向之問的 
夾角;於是，作爲定義，我們佘 

J ^ F da dy= ^ ^ F oos V dtr, ' 

. 9 ^ 

這裹我們假定右端的猜分奍在，道個積分的定義就是 S 126中我們詳 
細描述過的那嵇確定形式的和的極限。這秫 Id 法並沒有指出我們所逢 
擇的是曲面的那一側；因此,要指出這一點，在毎一次都必網特別說明。 
不過，如果是一個封閉曲面時，谮惯上總是把上而所寫的适個積分 
T 解作沿曲而的外側所取的猜分（並且以後我們也總是這樣了解），因 
此，就是曲面 〆 的外法線與 OZ 軸的正方向之間的夾角_, 

我們最好再來宥一看，曲面校分的 這個推 廣了的龙義輿§1 26 中 
所弓 I 進的對於最簡眾情形的原始定 義究贷 是怎欉聯系着的 ; 、假定曲面 
* 
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可以分成存限塊“最簡單的”曲面塊 〆 & 5^,…，.5%換句話說，分 
戍的這迚曲面塊可以表作 S 126中 C 0 式那種形式的方程（這是在實際 
_ h 最常遇到的情形）。根據推廣後的定戔,沿曲而 Y 給定的那一侧的積 
分等於沿所苻分成的曲面塊的同一側的猜分之和，因爲，顯然有： 

71 

f C F cos 7 dcr = "V i f ^ eoa 7 dcr. 



如果在曲面塊 5^ 上， c.osK>0, 也就是說，如果我們選定的 y 的 
那一侧在£/〜這一塊上是則沿的趦分就是 S 1邠中所定義 
的那個稱分；在冊 r<o 士旛形 遠 兩涸積分的絕衝値相等， R 是符號 
相反 u M 此，沿曲面給定的一側的精分就 等於沿 它所分成的所有的最 
簡單的曲面塊（按照 S 1邪的意遜所定葙)的精分的在這裏，我 
們所選擇的曲面的一側在有些曲面塊上表現爲上 A 末沿這®曲 
面塊的 W 分就都取“ + : ’號,而沿表現爲下侧的那些曲面塊的獱分則都 
取"-”號。 

最後 ，上面 所說的關於變 a O. ‘的的積分的全部率實，顯然對於變 
是 (s，=0 或 (y，0 也都成立。對於沿®惻曲而給定的一侧的積分，我們 
得到 T 下面的(作爲定義的 ) 一般&式 

J (I r dy dz-Y Q ds 4x+Ji dx dy) = 

(Psosai-Qcos /i+ Rcosy) dcr, (4) 

f./ 

其中 P, Q, S 在某一個包含 Y 的銮間區域內是的連績函數，而 
«, ( i , r 分別是 ox, or, 的正方 M 與曲面 Y 在點 O, 扒 s) 的法線方 
向（這個方向是由所選定的曲而穸的俩所决定的〕之間的夾角 D 

在本章以後的全部討論中，我 們總是 把所遇到的曲面積分了解爲 
(:按 照刚才建立的定義所規定的 ) 展佈在曲面的確定的一惻的植分 u 



m 
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爲了防止某些混亂，我們最後還要作一點說明。在 U20 中我們定 
義了展佈在一涸給定的曲而塊 Y .上的猜分 


(5) 

■ f/ 

的槪念。道個槪念輿展佈在一悃平面區域上的通常的重積分的槪念是 
非常類似的：跟重積分的情形一檨，要迸立橫分 (5) ,我們充把曲面塊 
分 成有限 個小塊，把毎一個小塊的面積乘上函數 P 在該小塊的某點 
上的値，然後再求所有這些乘稹之和的極限„闻此，積分 (5) 是作爲我 
們非常熟悉的，在積分學裏很典型的一種結構的結果而出現的。 

在本節中,我們又定義了 M 佈在給定的 曲面穸 的確定的一側的曲 


MWA- 



F(a:, y, s) dady 


⑻ 


的槪念，現在就發生了這欉一個間題：這兩種類型的積分彼此之間有 
什麽闕係呢?根據前面所說的，我們就可以得到這個問題的完全明確的 
答案。符號 (5) 與 (6) 有着不同的意義;猜分 (5) 只依賴於曲面塊與函數 
P 而完全不依賴於曲 面的“ 侧”的選擇,佴積分 (6) 當所選擇的曲面的側 
改變時却要改變符號；只有常曲面的側選定以後，猜分 （6) 才有確定的 
意義;西此，我們可以說，符號 (6) 在選擇曲面.7不同的侧畤是兩悃不 
同的積分。 

省127的練習可以參看 E, II. 捷米多維奇的習題篥，第凡章，習題 


403, 405. 


% 128. 奥斯特洛格拉得斯基公式 

在§ 123中我們引進了在理論輿實用方面都非常重要的格林公 
式，這個公式使彳导展怖在一個平面區域上的重積分與沿着該區域的邊 
界所取的某一涸曲線精分發生了聯系在三維空間中也有這樣一谰相 
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當的公式，其重要性也葙如格林公式;逞個公式由 M. B. 奥斯特洛格拉 
得斯基首先得到，它使得城怖在 一個 三維空冏區域上的 H 重精分與® 
怖在該區域邊界的外侧的某一個曲面植分發生聯茱。 

假定在三維空間中有一個封閉曲面 ，•/ 圍成一個區域我們先 
姑 K 假忠，瑾個曲面具有最可能簡單的形式：甸二條與任 H —俏座標 
軸毕行的商線都至多輿曲面相交於兩點;於是，特別說來，曲面 Y 可以 
分成分別由方程與 2/) 表出的 “上” “下” 兩部分； 
我們再假定，函數 A 與/ 2 都連續，並且具有連續的(對 ® 與#的 ） 偏導 

^ 7 > 

數。最後，假定函數 Ri ^ y , s) 與它的偏遵數I都在某一個內部包含 
7的空間區域上確定並且連賴 u 我們來考慮三重撗分 

S ^^ dxdyd ^ 

极據§ no 的公式 (2), 這個猜分可以表成 

jj{ I d -^^\^dy, 

其中谈是區域 7 在平面 XOZJ ： 的投影。但是 

hi^.y) 

J dz^R\x, yj s (x, y)2 ； 

/cC^y) 

因此我們得到： 

^ R<[p, yj^y^dv dy, 

< 3 ? ^ 

我們來考慮等式右端的第一個積分^根據曲面積分的定義，這個 
精分是函數4展怖在曲面 Y 的上宇部 2/)] 的上 
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恻(與 V 的外側相合)的:樯分。同现,第二個馈分是函數 ■« (A V ) 麗佈 
■^曲面少的下半部穸办 =/ 3 ( XiO ] 的上侧所取的積分； 但在 這種情 
形下，如我們所知道的，這個積分如果加上一個負號(實際上，在我們的 
公式.奥它洽好帶一個 :: 一 ”號 ) 就成爲函数只沿曲面7 2 的(也跟 
曲面 y 的外侧相合)的糖分 tt 因此，我們得到： 


m dx dy cir 二 R da dy+ R ds dy, 

f /, 

其中等式右端的第一個稷分是沿 曲而. *5^ 的_[:^1)所取的精分，而第二 
個積分是沿曲面的了-所取的精分。 ® 爲 ik 兩個積分巖，裙 分都 
是沿着曲面的外側進，所以等式右端的兩個分之和可以用沿 
整個曲面 〆 的外侧所取的一個猜分來代替，從而我們得到了下列的簡 
戰8係 ： JJ lidxdy = Rcosirda --, (1) 








迢些等式中的第二項與第三項都是沿曲而 Y 的外侧的猜分。爲了推出 
迢個關係式，我們曾經假定，平行於軸的直線與封閉曲面 〆 至多 
只交於兩點;其實，不難驗證，這個闊係式對於更多得多的曲面也還是 


對的。爲此 S 的，我們首先注意，如果曲面的 M 成部分除 〆 /s 


外，還有一部分是一個母線 平行於 0Z 軸的柱面〔圖95 ), 則關係 
式 (1) 仍然成立；事實上，在枯而〆 * 的點上法線顯然與郎軸成庇 
角，換旬話_說， eosr ==0 ; 闪而我們永遠有： 


^ ^ R dxd$= E eos Z dcr = 0, 

所以 ，跟前面一 

M dx dy + ^ ^ ^ do: dy = 


A 


d J 邮十 ^ d^dy-\- ^ ^ B. dcs dy ^ ^ II dec d 这 ’ 

l /* ^ 
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換句話說，&式 (1.) 仍然成 ft 。 



其次,我們來箝明，如果 K 域 V ”/以用包含在它内部的曲面 塊/分 
成少^與9^兩部分，又對於适雨部分關係式 (1) 都成立，則遺個係 
式對於整個區域7 也嬰 成立。事實上，我們顯然有： 


i" iT 菩⑹ d;/ ds = da， dy d：i+ \\^ d M d2：di/dz ^ 

9 ^ ■; V ", " V , — 

=^* R dx dy 七 ^ Rdccd-y t 

P , fA 


其中〆 ：! 與分^分別 是囡成 9^ 與 9^ 的封閉曲面，又尊式有®的兩個 
精分都是沿相應的曲面的外 M 取的。洱是 .9^ 是由曲面V的某一部分 
與曲面擁4賴成的， 又 A 是由曲面 Y 餘 T 的部分與同一曲面塊 j 龃 
成的；因此 5 等式右端的南個椅分之和就等於沿曲面〆的外惻的職分 
與沿曲 面塊“ 的兩個橫处之和;後商道兩個按•分中，一個是沿曲面塊 i 
相應於曲面,的外側的那一侧的積分，而另一假是沿相應於曲面 Y * 
的外側别^侧的猜分;很明顯，這兩側正好是曲 W 拢 j 的正好相反的兩 
侧，因而沿這兩恻所取的猜分之和等於零，於是我們得到了 ： 

m* H R fix dy , 
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道就是我們想要證明的。 

利用以上證明的這個定理，我們顯然可以大大地偾充公式 ( 1 ) 應用 
的範圍，因爲在應用奧所遇到的絕火多數窀間區域，^可以用一些適 
當的曲面塊把它們分成若干已 M 證明公式 Cl 〕 成立的那種最簡軍的區 
域 S 

當然，如果我們把變量對 ( Xy ) 用（扒0或0, 幻东代 #，前面所說 
的一切還是同榛成立。如果函數尸。尸 pu )， 

y , 岣都在某一個内部包含(以 y 爲邊界的）區域7的更大的空間 
區域上速緻並 I 有 迚鏟偏 導數，刖對於非常廣泛的一類运 種區域 
我們都有： 


^ ^ (i - 1 dydz^-Q do:^ B dx dy)^ ( 2 ) 

i ? 

這:裏右端的積分是沿曲面的外侧取的。顯然，我們也可以把這個關 
係式寫成 


WT ( 盖 — 〖 1 + 要卜 〜 . 


. ^ ( Peos « + Qcosjfl + iieog ^) d (7, (3) 

' r J 

其中~成 r 分別是曲面 〆 在點(％私 2) 的外法線與0义 or , 02軸之 
間的夾角。 

公式 (2) 〔或 (3)) 就是我們前面所說的奥斯特洛格拉得斯基公 
式 O 。 這個公式在物理的許多部分都有着重要的意義，闪爲在實質上 
它是場論中最重要的定理之一，這一點我們以後還要課到，現在，我們 


o .本垛也解爲高斯公式或高斯一奥斯梅_拉#斯甚公式。 
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來利用奥待洛格拉彳分斯基公式證明一個對於許多 物现問 題都很蜇栗 
的定理;這個定理完全類似於我們在§ 124中利用袼林公式證明的那 
個相應的定理。 

--r 辦甲 — o 孕 ― mf 

^ ^ (Foosa+ ^eos Jicosy) dcr 
都茨於零的必要充分條#是,在區域7的毎一個內點上阁係式 


dP _ 9(2 dit 
3 a 7 + 3 ^/ + 3 s 


— 0 . 


u、 


— 卒。 

* 條件 (*) 的充分性從公式 (3) 立刻就可以 S 出來 3 要想銳 W 

它的性，我們假定，比方說，在區域 y 內某一點人 h 有： 


3 P , 3 Q , 3 -fi 
'd-i dy dz 


> 0 . 


由於我們所假定的偏遵數的連續性，迸個不等式在以 Z 爲中心整個包 
允在區域 y 内的某一個球〃的內部以及它的邊界上也都要成立*從而 
我們就會彳穿到： 




di ± l 2R 、 


dx d'U dzX), 


ffi 是迠轘一來 ^ 公式 (3) 就吿訴我們，對於球"的 表面〜 我們有: 


^ ^ (P COS CX+Q COS jfl-h 7^ COS K ) ^ cr ^>0. 


這個矛质就證完了我們的定理。 

§ 1狀的練習可 以銮看 B . IL 捷米多維奇的 習題集 ，第八章 ，習題 
415, 41. 0 ? 樹，424 0 

& 當然,逗惠措的是他奧靳#洛辂拉#妨.法公式成立的邪钝曲面_;其寳，逍類曲面/， 
汲可以 M 阖坱窄很多，這個定理 也還足 成立的;比方說，可以萆作，我們該到的试是球面。 




tiSO 
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§ 129. 司鐸克斯公式 

我們在上節中導出的扼斯特洛格拉得斯基公式可以看作是平面上 
的格林公式在三維空間中的翻版。現在我們苒來導出另外一 f 固同樣 S 
要的公式，适個公式是格抹公式的 fi : 接(用曲面槐來代替格林公式 
中的 平面圖 形)。适個公式把沿着某一 fitij 面塊 y 的確定的一側所取 
的賴 分與沿 卷圍成 y 的閎曲線父所収的某一個空間曲，縱橫分聯系超 
东，換句話說，這個公式對於曲面所解决的問題正是袼林公式對於平面 
所解决的那個問題。 

我們皆先假定給定的曲面在 Y 這一塊上可以表作方程 S =/(3, 邠 
關於函數/，以及下面就要引進的（變量 A 沁 s 的）函數 P , 我們 
都假定它們滿足通常的贜於連續性與可微性的那些惝件。我們從考虑 
按正方向沿曲面塊 Y 的邊界 W 所取的浮間曲線赖分 

\ PbuX ( 1 ) 

開始(這裏所謂 Y 的正方向是指當一個人在曲面塊 y 的上側沿7運 
動時 〆 永遠在他左邊的那個方向）。假定曲面塊■^在 XOY 平面上的 
投影是毕面匾域 t 它的邊界記作/;淤是精分（ I )就可以表作沿閉曲 
線/所取的一個平面曲線粒分 

j" p l x ， \2) 

/ 

事實上》假定/是/上表作方程 

y=<p(z) (w<af<6) 

的那一段；於是閉曲線 W 上垂直投影成/的那一段^顯然具有方 
程： 

y = 9(x-), s=/[sr,9>(a ;)]， 

因而按曲線積分的原始定義我 們有： 
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b 

^ P(：^, V, 2) J p{a;, <p(_x). /[a:, 9>(a:)]> dx, 

^ a 

■ h 

j P\JS, J/,/0, 2/)] 如 = j F{x, P0) ， /0, 9>(3)]> dx } 


這兩個等式的右端完全一襪，闶而左端也就相等，适莸明了我們的斷 
言對於 m 帘的”曲線跺，與 y 是成立的；西陡 r 要假定閉曲線乂 
(因而 /) 可以分成有 限段适 稀最簡單的曲線段，我們就立刻知道： 

j P(2；, y, K)d®= f y^dx. (3) 

這個等式®於某 M 更一般的曲線 7 還可以成立，不過迢.袅我們不講弦 


W —方面，我捫考處沿 ft 面少的 Jb 侧所取的精分 




dr 


2 P 


su 


- d-x d：i 




2P 

■dz 


cos fi d < r f 


其中 K 與户的意義趿前面一撮:，根璩§⑽的兹式我們有： 
cos § - 


3/ 
3y 




⑷ 


士 vISHIF ， 


il 裏，兩個分式的分陆應該取同樣的符號。因錡我們選擇的是 曲面# 
的上側，所以在适 S 因而根式應該収正珑;此外，不管怎麽 
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樣，我們都有： 

cos P 二-骂 cos 

從而，公式 (4) 給出： 

Sj - ~^ da h ^{% + H &yd n 
" 韻眾 4 i 卜 . 

這裏，後面一個猜分的被精函数中，如果用 你 a) 來代替 &顯然 
就等於 

g y {PL^ y ， /0= ， 2/)3i ； 

闶此，根據最簡單情形的曲面模分定義,运個稱分就可以寫成二重賴 f 分 
的形式： 

i J ^{ p [ 3 ’ v ，- f (、 y ) 3 > 在吻， 

闲而我們已經将到： 

j j " ( I ^吻 — |昏 da . cfe ) = j * j 备 [ P [>， 私 / ( S ， y ；) ] } 如却. （ 幻 

比較--下公式 (3) 輿公式 (5) ， 我們立 釗看出 跅個等式的右端根 
據格林公式 E 《相差一個符號。因此，它們的左也 R 相差一搁符猇，換 
句話說 ; 我 們得到 T: 

i^~ dxdz ~^ dad y )=j* PiW ) 故 (e) 

a 

在這；裏，等式左端的橫分是沿曲面 Y 的上侧取的，而右端的; W 分 
則是沿着曲線夂的正方向(常一個人在曲面塊 y 的上惻沿 y 運動時 
/永遽在他的左邊的那一悃方向） 取的。 如果我捫改鐽所選定的/的 
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侧，同時也改變閉曲線兑 5 的方向，則等式 (《) 的兩端都改變符號，所以 
适個等式仍舊成立;不難看出^在這純情形，如果一個入站在我們新選 
定的曲面^的這一側(下側），並且按着澌的方向(改變以後的方向）沿 
m 曲線兑■運動，曲面塊 p 5 •還是永遠在他的左邊。因此，這個規則 w 省 
完垂一般性的品格，從而，只要選定曲面■^的一側，按照這個规則，沿 
閉曲線 y 的運動方向就趿着唯一地確定 j ■(反過來也一欉 

跟格梂公式或奥斯特洛格拉得斯基公式一欉，公式 ( c ) 也具有道欉 
的性質：如果把曲面塊父用在它上面的汕線分成與兩部分， 
乂如 Hi 剷於 M 兩部分公式〔0)郤成立，則逼個公式對於整個曲而塊 V 
也就成 VK . 這個斷3的證明跟格林公式的情形完全一欉，所以我們留給 
讀劣自 d * 作)。根據這個性質，公式 N ) 的眞確性〔也跟格秣公式以及 
処斯 持洛格抆得斯基公式的情，形一欉）时以對累廣的一類曲而建立起 
來。 

把字母 A 扒2 B 反 同時作一樣的輪換，就給出除公式 ㈤ 
外的.另外兩個公式= 

dy da- ?^dydz j ^ Q(^ y ; 3) dy , 

\ j (gf d ~ d ^~ ^' ds = j n( ^v- s ) ds - 

最後,把這三個公式加起來，我們钛得到一般的 亨， 孕字： 

川 (m)’ + ( 菩 - 11 ) 如 & }= 

（P d^Q d/yY R dz), { 7 ) 

這個公式就是我們所要的結論。 

适恫公式，我們已經說過，是格林公式的一 ffl 推廣：如果/是 
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xor 毕面上的一塊，則，不難看出，司鐸克斯公式就蛻變成格林公式， 
因此，格林 ® 式實際上是 pJ 鐸克斯公式的一個特殊情形^ 

在司鐸克斯公式的許多應用中，我們現在 R 提山一個來談一譟。在 
S 125衷我們還有一個弓 I 理留下來沒有證明，那就是：印乎孕亨 f 宇 - 

轉：轉， . 

3P 3Q 3Q 3M dR dP , D . 

2y 2s ' 2z 3y f 3^ 3s ^ ; 

J (Pch:+Qd.y+^dz) 

f f 。這個命題的證明可以從司鐸克斯公式立刻得到，只要荆於區 
k 內的仟何封閉曲線 y 都有一個以它爲邊界的曲面在，使得 
4鐸克斯成立(這一點我們應該作爲命題的假設，其實，在絕大多數筲 
際上常遇到的情形 is 些條伸都是成立的 )© 。因爲，從公式 (8) 可以推 
出，對於區域 V 内的任何封閉曲線父， id 鐸克斯公式左端的撗分都等 
於零，因而,它的右端也等於零，适就證明了我們所需要的引理 3 

§ 130 . 場論初步 

曲線積分與曲面精分在力學輿物理上的全部應用具有一個共同的 
格式來作爲它們的數學基礎，在個格式通常稱爲場論(場的理論）: ; 這個 
理論的初步實質上在前面幾章中已 M 談到了。佴是，對於場論的絕大多 
数的槪念與關係，力學與物理學存充分的理由要求我們使用另外更直 
觀的術語;而且這些槪念與關係通常都要用向景的形式來表達；因爲這 

o 對於曲面^不存在的情聪*我們還是 應該舉 一睏荫单的例子。，假定曲梂 y 是一® 
半徑 s 的四周,而區域 y 是空間中所有與 aw ® 周的 si 離不超過 i ( a 様一 

個區域的卖面稱爲“頊面。。 麟， 很明顳，汶洧一個整個&舍在區域少内 m 向晬以剧炤 
^爲邊界的曲面 s 
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樣可以使得它們對於極大多數的力學與物理學的問題顯得更簡單，更 
直觀輿更方便。因此我們現在要來在一個簡短的綱要中，把這些槪念 
以及與這些槪念相聯系的一些關係中最重要的那些收集在一起，我們 
要把它們表達成向量的形式，從而使得它們的_直觀意義更容易瞭解 
1. 跟物理學與力學有阑的量基本上可以分成 

兩類：値就可以完全確 定的景 （如密度，溫度，電位 
等 ） ，以旱，适種量要想完全確定除了要給出它的数値外還要給出 
它的方向 ( Suk 度、加速度、力等)。不錯，在物理學中的確還有描述起 
來更祓雜的量;不過在這裏我們不討論它們了。 

如所周知，一個向量在某一個軸（有方向的直線）上的投影稱爲該 
向 a 沿這個軸的下面我們總是把向量印成紐體 字：： 我們把向® 
F 的數値(非負的作丨|:而把它沿座標軸的三個支2分別記作 
F !a 

如果我們有一個確定在空間(或空間的某一部分)的每一點上的歎 
量 t 則适個量^在所有這些點上的値的全體稱爲一 個零学 f 。 顯然， 
給出一闹数量場在實賀上跟給出點的座標的一個函數4沒有 
任何 分別。 如杲在空間(或空間的一部分）的毎一點上都（按數値和方 
向 ) 確定一個向量界，，則我們得到的就是所謂了；要想給出一個 
向量場，如所周知，只要在飪一點上確定向6三個支敖厂,&與 
就行了；因此，給出一個向量場就相當於給出空間中點座槪的三個 
函數 y , s ), F v { x , y , s ), ^%( s , n 

2 ‘ 假定在空問(:或空間的某一^分）給 

定了 一悃¥量¥ F (.^, y,b ;_以‘後我總是假定，阁數^在空間(或空間 
的已知部分)有連績的一极偏導數。方程 

i ' b ， y , ^)=0 

(其中 g 是任意一個常數) 一 般說來確定了一涧曲面，我們稱這悃曲面 

~~9在 a 裏我捫 琨定設.者 e 經 m 热®初步的向 盘代數 。 
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是已知數量揚的一恫 S 應於每一個値 G 都有一個確定的等最 
面。非常淸楚,通過空 ( k * 問的已知部分）的毎一點都有一個並且 
K 有一 MB 知敦 量場的等景面，因此，特別說來，兩個不同的等景面不 
可能有公共點(不相交)。 

我們已經知道 (§91). 函數 F{<s, y, z) 在一個給定的點0,扒 S ) 沿 
着一惘指定的方向 A 的變化速虔是由函数 F 沿該方向的導數 ( 桉 
絕對値與符號 ) 來衡量的;關於這個導數 C § £>1 ) 有下刿公式： 


do：- dy dz 


典中 《. /? 與 y 分 別是方 向 A 與座標軸 OX. (W u OZ 的正方向之間 
的夾角。 

我們琨在除數量場 V ， 勾外，同時來考慮由關係式 



2ir_ 

2^' 




3 F 

3 s " 


確定的向: K 塭 y , z ), 我 們有: 





向:& G {^ y , ii ) 稱爲數量場 /<’( 在給定的點 （ 3 U )) 的,記作 
grad i - V , 根據向 fi 代:敦中大家都知道的規則 ，贷 * 

IKF = Q x m % a-^Gij eo .^ eosK 

是向量 G 在方向 A 上的投影，換句話說， 

D , F -\ G \^( G 7 X) f 

其屮 ( G ， A ) 是梯度 G 的方向與方向 A 之間的夾角。 

如果 我們來 比較一下函數 y 在同一個點勾處沿着方向 
A 的變化速度 i JA /^ L 則上面最後逼個等式說明：在 I⑸ s ( G ， A ) j = 1， 
也就是說，常方向 A 與梯度的方向(或梯度的逆方句）相分時，這個速度 
故大。因此 ，& M 

. 
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dF ^ 
dx , 




最後我們還要指出，闶爲 | 與曲面在 
點0,3/,勾的法線的方昀餘弦成 A 例，論以辱亭辱-亨 0 ，ya 

K 此， | G | = iWa r \ 
—斧 4 舍盛®士向的導敦來測; a ：; 如 m 把道個 導數記 
作§^ : ，我們 就有： 


I grad F I 


2F_\ 

dn ：， 


3. 假定在铝間(或 

在空間的士士 +二 ¥ 


divir = 


3 i \ 

"Ts dy 2 z ' 


在實際應用中佔有很:里要的地位，我們通常把适個量叫做向量場^在 


SS(K, % 勻上的學譽琴;。向 -s 場在一個給定的點上的發散量适一個鹎 
闶而它在窣 - 士 f 或空問中我們所考®的邨一部分）的値的全體構 
成一個數贵場。 


我們現在轉來誤 續字 1 這 
個芘力學與物理 4 刺冷如 

念更加觀，我們先從流體力學的榄型說起。假定在空間屮我們所選擇 
的那一部分充滿着某橄流動濟的流體；假定招這個空間區域內我們収 
足了一個雙側的曲面 (:不 論迻封阳曲面或漭是以某一條閉曲線爲邊 
界的曲面都可以），'然後我們按 U 27 的意義選好运個曲面的 M 定的一 
侧。假定如是這個曲面 y 的面嵇單元（很小的了@面猜)。如果用向 
量 P 來代表在一個給定的時剔，流體在單元 dtr — S 的流動 速度， 
則在很小的一段時閊出内，流體沿行我們選好的曲面的那一測的方向 
流過這侗面疫萆元的遄，顯然應該等於（精確到一涧高級無窮小）以 
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如 爲底以年行於向最 F 接度等於 \F\di 的直線段爲線的柱體内所 
容鈉的流體的 _ 镇。迓個独體的體賴 • 顯然等於,1 K | 其中是向 

SF 在曲面塊 d<r 的法線相應於我們選定的（曲而的)那一惻的方向上 
的投影。因典 在咖 這一段時間內流過面獠單元 dtr 的流體的質量可以 
寫成 

pF ls dt dcr, 

其中 P 是流體的密度，又這鹿我們算作流過的流體的質馇是正的或者 
是負的，要累•流體是流向我們所選擇的方向 （ h >0) 或者是流向相反 
的方向(^«<0)而定 a 因此在軍位時間內流過面積單元 drr 的流體的 
質置钛是： 

pF, t da-, 

而在單位時問内流過整個曲面7的流體的質景就可以表成一個曲面 
積分 r,V ft r -r 


如果我們用《, A 7分別代表我們選好的曲面 y 的法線方向與三 
個座標軸之間的夾角，則，顯然，报擄向景代數的規則我 們有： 

F ：i = Ft oos a-\- F v cos /3 + F c cos X, 

因而量见(如果，爲簡單起見，假定 P 是常敫)就可以寫成 
M — p (^003«+ i' y eog /S+ F r co3 Y ) dcr, 

因此我們完全有理由，把展佈在曲面的確定的一惻的曲面賴分 
^ (F x eoaa+Fy cos (3+F^aoBy') dcr = ^ F„ dtr 

rj fJ 

就稱爲 g 竽- y , 勾在我們所選擇的曲面的那一側的方向上準导 
iBiffi 在以前我們曾不只一次地遇到遒 ii 種類型的精分二士 

土,‘萑奥•斯•特•洛格拉得斯基公式⑶ （§ 128) 中的積分就是這棰類型的 
橫分,只要我們把其中的 P ， <3與及了解爲某一個向量 F 沿座標軸的支 
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贵乂,.匕與五彳常然，這永遠是可以的）；如果我們再留意一下，§ 128 
中公式（3〕左端的被嵇函數顕然就是向 a f 的發散量，因此整個奥斯 
特洛格拉得斯基公式就可以寫成 

IH ^WFda^dyd^= d<r 9 

這個瀉法很簡軍同時又表達得非常淸楚。因此，從向量的觀點來說，這 
個公式的含義就是：向 a 場從一個封閉曲面的内部流出的流量 等於适 
個場的發散量在該曲面所固成的區域上的積分。特別說來，在§ 128的 
未尾所證明的定理就可以這欉說： 

n 巧坪 ―㉟ 孕 fif 喂 ^ 

^ ^kmf kf. 

*4* Ikiik^iikfi* k^rsjf；, _寧學現在我們來驗明， 

克斯公式得士侖叙;便^解釋。這個公式 (§ 12^ 
(7)) 的右端是積分 

^ (P Q dy 七] i da), 

根據 § 123 我們又可以把這個賴分爲成 

(P e.os«+Q cos fc+ Tt cos c) dX, 

淇中 a, 6, e 是曲鎳 Y 的切線與座標軸的正方向之間的夾角。如巣在討 
論中我們引進以 

t \ — P , Fy — Q , t \— li (1) 

爲支鼍的向量場 ^ o . u ), 則被蔬函數顯然就是向量 f 在曲線义的 
切線上的投影妁，因而我們的精分可以寫成 
j Fidx . 

這樣一個愤 分稱爲 向量場 F 沿着閉曲徠7的循環量;當然，凡應 

• • t 
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該是向 M - F 在$等带亨 w 學：^ 】 _ h 的役影。 

我們現在“枭- “29 根據§ 127的公式⑷我 

們知道，它黾 

n { (醬-盖)一 + ( m )_ + ( 聲…雾 卜屮 ff ， 

其中角 a , ft,Y 的意義照晳（當然，法線的方向應該相應於我們選定的 
曲面的側，就它本身來說,應該按我們所熟知的方式與公式右端的閉曲 
線交 7 的 方向一 致)。除了以 U ) 爲支帚的向最場 FO ， y ， s ) 外，我們現 
在引進另外一個由它唯一確定的向贽場 C ( X : y , s ), 它.的支量是函數 
_2J'\ 9F, " — 3 凡 SF, r< _9F V 9F X . 

° I= 9y ~~dT' 3 ； ' —H，h = 左 —I ， 

向: M ； C 稱爲 F 的寧亨印孕或孕學學， 您在流 體力學中起着很 
iT 要的怍用；向量 C 的値 F 的);旋轉向_量 
C 常常記作 ^tF (“ 向贯 F 的旋轉度 ( rotorV % 利符號，上面 
所說的賴分就可以寫成 

^ ^ (Ur. cos «+ Gj ； cos /3+Gt cos y ) dcr = ^ ^ C„ dcr, 
rr i / 

淇中仏是旋轉向 C ^ roti ? 在曲面的相應於我們所選定的一侧 
的法龈方向上的投影。 W 此，司鐸克期公式就可以改寫成 
Cndo-^ ^ Ft dx ; 

其中我們所選擇的曲面.^的侧與閗曲垛父的方叼應該按我們& S 120 
中所熟知的規則彼此一致。因此，這個菸式的向 S 解釋就是 ，; C 

-通適以巧1即¥父亨學号 f (，呼 .彳 / 巧平 事苹苹辱旱場 F Am ® 線 
( Ji : 岑換閉’曲¥4 mskmmikWMmkk 
的彼.此 k 符合)。 

根爲遏 淪的一般定理的一倘例 子， 我們現在把§ 129的未起利用 
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司澤 克斯公 式所證明的引理用向 ft 的術語改述如下： 

乎了—少’ _ 的 ffl-f FT ( j ^ ^ 

‘ V = o )' m ^4 J ^¥ 
埤，學等•“定 ‘ 的^巍氽 
4土土 扃 ； ^¥^¥§*125鉍•引 k 推出。 

鈿果 一 ffii 給定的向量場及的旋_向 mrot f 在某一個空間區域少 ■ 
的每一點上和 s 等於霹，則表明等式 


dF^ = dFy 3F X _3F, SFv^SFj ， 
dydx 1 dx ' Ss 3 y 

在該區域上到處都成立;根據 § 125的引理，迢些等式的成立是表逹式 
i\ dx+ 1 \ dy+ f\ dz 

是某一個函數 U ( x , y , s ) 的微分的必要而且充分的條件，換句話說，有 
道镫一個函數在，使得 ， 


9 U 

3^ 




3 U 


七’ 


3 U 

~'3 z 


-F,. 


⑻ 


當這欉一個函敦存在時,我們就說它是向量場 F 的一個亭或者亨， 
而場^稱爲一個學旱 f。 最後，如果關係式 (2) 成 _Yi：, 則 土然就;4-，_向 
是由函數的数 a# 的梯度。因此，由前面的討論可知，_ 
学,，事琴气!|- ( 卽旋轉向; ft® 爲零的場 )：ia 及-亭學 ( Fmd [7)4 
A 尚的二螽侖羔（至少親於足够簡單的區域來 “iik 樣)。特別說來， 
對於任 何一涸 數景場 U ^, y , S) 我們郤有 
rot grad f /=^0 * 


在1如的練皙可以逯看 B . II . 捷來多維竒的習題集，第八章，習題 


4邪，438 ? 439, 452, 4 SB . 







結束語歷史簡述 


I 

在十七世紀的時候，由於社會關係與經濟蘭係的狻展所產生的實 
際需要，以及在整個人類活動中由技術的遐步所引起的實際需要，對數 
學家提出了大量的靳問題。在這些（主要是幾何學與力學方面的)問題 
中，很快地分離出来範囯很廣的一類問題，它們和大多數以往的數擧問 
題有原則性的區別，要解决它們，需要創立完全蕲新的方法。很自然地， 
當代 的許多最傑出的學港，立釗在這類問題上做了很大的努力。當然， 
對當時的學者們來說，那揷使得這類問題區別於以往一切問題的蹦鍵 
所在，還是沒有幾位眞正能够看透的，在今天，就不成問題了,我們淸楚 
地知遒：歸結起來，新問題要求我們這欉來硏究實際碰到的那些最，在 
硏究的時候，不是把注意力集中在迢些®在這個或那個時刻的個別的 
値，而是要集中地注意在給定的現象中，這些量的璲化本身的特性 
跟通常在數學科學中任何一個新部門的產生一樣，解决新問題的 
方法，是逐漸在硏究個別的一呰具體間題的過程中成長能發 M 起來的， 
至於這些方法的共同之點，足以構成這 PU 科學的理論基礎的一般原則， 
却總是被注意和閑釋 得要晚 一些，而丑只是在大量地解决了适一類的 
具體問題之後，才能充分地被意識到。從现代的觀點來看，可以很淸楚 
地看到，运廛所述的絕大部分的問题可 B 歸結成兩類中心問題，那就 
是我們現在所謂的函數的譽兮-寧輿學:兮咳亭 3 這雨方而問題所牽渉 
到的基礎槪念，都是函數的•槪 •念 *，4就 i ^，* «切地依賴於另一個置的 
變化 而變化的量的槪念。因肋，從方法論的觀點來盈-，實際生活向新斜 
學所提出的要求,完全符合於認 a 自然的辯證法的原則:不要在瞬時漱 

{Q&2) 
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態中，而耍在它的變化過程中來硏究變1；，不要彼此孤立地，而要在它 
們的緊密聯系之中來硏究變量 3 恩格斯在後來完全正確地指出，速勐 
輿辯證法，跟隨着作爲硏究的主要逝象的變量，同時進人了数學。 

十七世紀的所有的最出色的科學家，幾乎都曾經從車於創立這一 
門新科學。它的基本輪廓直到十七世紀末，才在牛頓與萊布尼茲的那 
些重要著作中，被足够淸楚地刻畫出來 3 我們通常郡把个頓和莱布尼 
茲的這些著作的出現，算作是微積分學誕生的1:1子。牛頓與萊布尼茲 
彼此獨立地，並且在稍有不同的方法論的基礎上，各自推廣了他 ffl 的許 
多前輩的硏究’第一次給出了适門新科學的相當普遍並且相當嚴整的 
敍述。在他們的敍述 ® 面，函數的微分法和積分法的關係(這個關係指 
出了數學分析中适兩個基本運算的互逆的性質 ）（S SO ) 破天荒第一次 
佔有了中心地位，此後， S 個關係就歷史地成爲這門鞞學進一步發 M 的 
主要動力；道就是被公認爲這兩位偉大的科學岽的最童要的貢獻 3 在 
數學裏引進無窮級數也是他們的功績，無窮級數很快地就成爲數學分 
析裏最重要的硏究工具 3 

II 

從十八世紀起，隨着一方面在數學內部創立了許多新的豐富的科 
學部門〔微分方程，變分法，以後是積分方程，一般汎闺分析等等)，同時 
另一方面，“無窮小量分析”的方法日益赝大地 i ® 入到許多實用的餌域 
中去，於是微積分學開始迅速地發 M 起來。珩以毫不誇大地說，在全部 
數學史中，還沒有遇另外一個時代，在如此短的一個歷史時期之內能够 
產生這榛多的决定性的成就，道些成就從根本上改變了數學的面貌，並 
且無限地豐富了它的內容。 ’ 

在微積分學.裏給出了一些中値定理，結合着無窮級數槪念的發展， 
迢些定理引導着把函數摇開成級數，竹先是展開成 菘級數 ，並且使得我 
們可以糈確地來硏究道些展開式^函數的一些積分方法也很快地皲推 
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廣了，由積分手續所引起的一些新的超越函數，特別是含參變 M 的鞭分 
(見第二十六章的開始部分 ) 所確定的•一系列重要的兩數得到 f 系統的 
硏究。微積分的槪念完龙全全地被擴尤到了多元函数的俏形。在參與 
這呰工作的敷學家中，卽快我們僅僅想把那些最出色的名字列舉出來 
也是不可能的。不過我們畢党還是應 當指出 這個新時代的初期的兩個 
偉大的科學家——尤拉與拉格朗 N —— 的突出的成就,.他們都是許 IV 
多多新方向的首創人，這些方向在以後的分析的發 M 中顯得最有活力。 
彼得堡科學院院士尤拉，不僅只他的一系列的専門硏究 （ “尤拉替拖”， 
§63, “尤拉積分 ”， § 112, _於齊次函數的定埋， § 93,等等）而知名，而 
且是微分方程與變分法理論的首創人之一；他還推廣了牛頓所引進的 
無窮級數的槪念並且把它系統化，他又是第一個提出了解析函數這悃 
非常重要的槪念的人；最後，在尤拉的工作巢，有着大鼋的各色各欉的 
實際問 題1 他曾經應用許多新方法解决了這些問題:拉格朗 f I 則是“中 
値定理”這個基本工具的螢現人，並且首先系統地應用了道些定现，特 
別是用來怙計广跋勞級數的赊项，以及一般地.系統地把冪辍數發逋成 
了硏究函數的 重要工其;其次，鲮分 法原理 第一次被他有系統地建成 f 
欺學分析的猶立的一支，他引進 了變分 的槪念，並且確立了變分運算的 
—套形式的規則。可是，拉格朗 n 在新傾域中的最有意義的工作，還要 
算是"分析力學”的創立—— 他用無 窮小量分析的方法，系統地建立了 
理論力學的基礎^在尤拉的工作之接， s 大槪是這方面的第一部有系 
統的著作;同時，它是如此的完善，儘管力學在以後有着相當大的發展， 
但直到今天它仍然保留着它的重要意義 a 

隨着力學的發展》部分地與它同時，無窮小量分析的方法開始迅速 
地豫人到數學的其他一些部門（幾何），以及所有那些 H 益羧展着的實 
用部門。在备禪應用之中，使用适棰新方法而在後來顯得大有成效的， 
H 先要算整個一系列的理論物观的部門(熱學，截學，窀動力學,擴散理 
論，以及許多別的）以及概串論（只奴里，麼阿弗，拉普泣斯敷學分析 
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的方法逐漸變入到一系列的珂論的與筲際的部 ra 的這個過稃，一直延 
m 到整個的十九世紀；甚至於就在今天也還在繼繪啬，微揹分學已經發 
M 到道樣一個地歩，爲了實用的目的，每一個工程師都必須熟悉道門科 
學的基本原理。迪顧一下無篛小贷方法的這些逐涉収得勝利的歷电， 
我們就十分淸楚其所以造成适橇一往虚前發展的辻要源闽:，奄無疑間 
地 ，是由 M 這個方法符旮於辯證唯物主義的認識論的要來，因而它能成 
爲道樣一個數學工通過它自己的形式，能够最好地掌撞住大多數客 
觀現象的 特微。 


瓜. 

如果說，在整個十八世紀，無窮小方法，由於 e 的豊宫的内容，巳 
經獲得了郯煌的，前所未有的實際成果，那麼运個新的科學部 pg 的邏輯 
基礎的情形却完全是兄外一间事。隨着适欉多的分人 s ? s-t [ 1 眩的备方 
面的成就，微積分學,包括它的备色各樣的應用，被如此神速地建立起 
來，使得人們來不及檢查 和鞏 ㈤ 适一門科學的 基礎。 實際上,數學分析 
的基礎的情况也的確是非常不顺利的。我們适本教程所賴以建立的那 
個邏輯基礎，3本上在4 •九世紀就建立起來了；佴是在十八世紀，就迚 
本書第二章崖介紹的那些極限的初歩理論（道個理論，我們曾經不得 
不在隨後用兩章的篇幅來使它嚴密完善，以達到現代科學所要求的水 
半)——就連這個並不完善的理論，也還沒有人知道。 

當時的特殊局面是：数學分析的任何一涸最基本的槪念都還沒有 
怎樣精確地被定義出來;無羝小呈究竟是什麽，這個問題，人俏無盡無 
休地討論着，佴是從邏輯基礎的観點來看，這些带論都落了空，因爲带 
論的雙方大都除了一些槙糊不淸,毫無所謂的說法之外，就什麽也提不 
出來。關於速續性，微分，導数，精分這些槪念的犢形也都是這樣^只 
要想一想_這欉一樁事情——你要把听有迢些槪忿教給一個毫無極限觀 
念的人——你立刻就會威到，除了一些决不能够算是嚴格的描述之外， 
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你不可能給他任何東西❶。 

在今天，我們認爲微分學的第一個基本槪念是導數的槪念,微分在 
我們宥來是第二性的槪念，是通過苒数來定義的。 m 是在十八世紀，正 
相 cr ，照例把微分的槪念 （ 雖然在牛頓以及尤拉與拉格郎日的工作裏， 
我們已 ® 就遇到了與現在的了解非常相近的槪念）算作是最基本的。 
那麼，我們的前輩們究竟認爲微分是付麼東西呢?如果是 y 是 a 的浊績 
函數，則跟改變置—起，勿可以變得任意地小，並丑毎一個心的 
値對應一脶完全確定的 △；/ 的®。 當時人 們這樣 設想，在那個最後的一 
會兒，在 As 與 Ay 都變成赛之前，它們都_得自己的“最後的”値，這些 
値，要比它們可能取到的所有淇 h 的値都仍然還不是簿^就正是 
這些値被叫做與2/的無窮小改變_«，或者它們的徽分，並且記作 
▲•與办；它們的比 y = - d l < 可以相除,因爲也還不是零！ ） 稱爲 y » 
r 的導數。道樣一來，微分就不是瞭解作變 S ， 而是瞭解作一 f 固常景， 
而導數，也並不是作爲璲動的改 ® 量之比 的極限，而是作爲雨個固定的 
改變量的眞正的比傲來瞭解的 3 輿饨相關，無婼小-的一般槪念具有 
同樣的一些性質：把無窮小想像作一個遞減的暈的最後階段，它的値， 
要算作是比所有其他的健都小，僅僅只有答在它之後，而它本身仍然還 
是與零有區別。這樣一东，它就是一個不能苒減小的常最;所以這樣一 
些量常常又被叫做是“不可分的”完全與此相應地，稂分沒有被 S 
作是項數無限增加而每一項都無限減小的和數的極限，却是看作是無 
限多個這種不可分的”量的具正的和。同樣的原因 一一 由於缺乏極限 
過程的精確槪念——就使得無窮級數的和被看成是樹無限多項進行眞 
正的加法運算的結果。這欉來瞭解級數的求和，當然沒有可能多少精 
確一點地定義收斂性的槪念;不規定級數的收斂性，而是不負責任地運 
用級數，逞要算是那一悃數學時代的渣滓，這欉一些東西常常引導到自 

0 退是應該指出，有一箜個別的具存很強的智力的人*對於這些新槪忿的瞭解，在某些 
地方曾經接近於硯代的水平。 
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相矛盾以及根本錯誤的結果。 

所有這一系列的觀點都不坷能繼績維持下來，因爲，只要當我們要 
求稍微精確一點來敍述問題時，我們就會發 現這些 內在的，在邏輯上自 
相矛屈的地方 -一 當然，道一點在今天 f 彳我們 毎一® 人來說都是很淸 
楚的 A 其實，就是十八世紀的數學家，或者至少是他們常中的許多 
人，也都明知道這一門新科學是建立在很拔的邏輯基礎之上的。跟我 
們不同的是，他 ffl 沒有能够把什麽更可 a 的根據來和這個基礎加以比 
較。 遂漸地，有許多的著作發表了出來，在适些著作裏，敷學分析的邏 
輯基礎遭到了嚴鹿的批評,有時甚至是嘲笑和_諷。可是, ® 個新科學 
的成就是如此之多，又迠如此之有意義，以至於這一類的疑問也並沒有 
能够 M 止這一 ra 新科學的趙設者們的强大的創作熱潮。他們繼 續迅速 
地建立着這一門科學，延緩了修改和鞏固基礎的工作。在歷史上，達朗 
貝爾有一句名言恰好說出了當時的這種情他說： “向 前進，你就會 
產生信念， 


IV 

镇個侰念實際上是產生了，不過那已經是在十九世紀了，當時，數 
學分析本身以及它的朵重要的應用裏，許多® 迫切: r 成熟的問題已經 
基本上獲得解决。逞時，一方面，人們不必像從前那欉急於解决新間 
題，而能够抽出一部分力量來重新改建基礎；另一方面,新理論已經成 
長起东的科學成熟性，照例總是刺激着批判的傾向，使得再延遲奠立數 
學分析的邏輯基礎的工作，變成是不能容忍的事情了。 

在十九世紀的二十年代，出現了幾本分析的數稃（首先是哥西的 
“分析敎稃”），在這些敎程裏，数學分析是系統地建立在新的基礎之上 
的——建立在猓在听 f 解的極限過程的觀念 上的。 在 S 裏我們首先遇 
到的就是倮無窮小量，連賴性，微分與爾分這些槪念的嚴格定義；無窮 
級數的和已樾解釋爲部分和的極限,而不再是無窮多個数的和，這榼就 
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能够給出收斂性的:淸確定義，並 J 1 嚴格禁土费使用發散鈒数„ _分的 
存在性與微分方秤解的存在性的證明也第一次給 Hi 來了。常然，跟一 
切類似的犄形一榼，决不能認爲 S 個某礎的技趙菇哥西一個人的工作； 
K 於許多新的齡念來說，峙機已 M 成熟了， 它們 已經成爲迫切需要的東 
西，而丑在很多必要的方面，茬那一時代許多傑出的舉者的思想麗已經 
形成了。哥西的“教鸦”發表的幾年之前，捷克的哲學数舉家波耳奄諾 
就已經得到了一系剁的結果，這费結果包栝了我 M 在哥两的 “教 程”裊 
所湣到的許多東西，特別說來，包括了現在的連續性的精確定袭，同時 
也給出了處處沒有遵數的連績函數的第一個例子。在建立無窮級數的 
嚴格理論的工作 J : ,與哥西同時，阿貝爾也得到了許多基本的結果。佴 
是，毫無疑義，哥西在他的“教程”裏破天荒第一次發表 T 大量的，趙立 
在新的邏輯基礎之上，並且笆括了一切基本間題的關於無聦小请分析 
的論著;在很長的時期內，這本書就成了發揮這個主題的其他論著的典 
範。 佴是，辟西的槪念在茲後的十年中，終兜還是需要存一些個圳的祜 
確化甚至作某些修正;例如，在哥西的工作裊沒有級數的一致收斂性的 
槪念;在他的教程爰有如下這個定理(當然，現在知遊，這是不正確的 V 
如果一個函數級數的每一項都在某一個區間上連0,則它的和在該岡 
間上也一定逋雖然殛限槪念本身在原則上一 直保留 到今天也沒有 
什麼改變，但到了後來畢竟還是需要更精確的描述，我們在§ 14與§ 15 
兩節中所講的，以後貫穿全書我例所用到的極限槪念，就是這欉加工的 
結果 u 

哥西時代之後，在數學分析邏輯基礎的發展史上最突出的事件，無 
疑地要算是十九世紀七十年代實數的一般理論的建立了。建立這谰理 
論的必要性在那些 年代已 經感到是那樣尖銳，就正像在十九世紀初數 
學家感到有在精確的意義下硏究無窮小 S 的要性一擐。在第四章.裏 
我們曾經詳細地論證了，爲彳 I' 麽沒有連續統的一般翊論,数學分祈的基 
礎就不能完成；在那裏我們還提山了建立适稽理論的簡單方法之 
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在十九世紀的七十年這砘理論同時有幾调出现;所有這些出猓的理 
論，都是完全令人滿怠的，它們都荷备 S 優縣,並旦就整個說來,在形式 
遲輯的意義下彼迪等價。在這费理論的劁遒苫當中，酋先應該提 m 來 
的是:錐爾斯脫拉斯，儺德讶特以及康-股。 

當然，53数理論不能算作是敷學分析的一章。這個理論 的建立 是 
黴論與集合論的任務。佴是,實數構成了败學分析钜活與發城的環境， 
所以在适個環境還沒有被澈 歧硏究 以前，分析的完滿的基礎是不 对能 
a 立起來的。因肫，只有在迚續統的完善的一 •般理 論建立之後,數學分 
析才能得到像現在适樯的面貌。 


v 

不言而喻，隨着基礎的修正和加强，數舉分析本身的理論結構也繼 
續發展了，並丑，商到現在 爲止還 在繼窥向前發腰着。在十九世紀的前 
半曲紀，學者們的注意力 s 是强烈地滗中在積分學的茼題上。擠分成 
初等®數的可能性問題的硏究;利用初等函數(特別說來，代數画数)的 
原®數或 渚利用 含參變 m 的積分所確定的新超越函數的硏究;多維(多 
甫）積分的一般理論的完成以及其他一系列的問題都揭到了精密的硏 
究。 

然而 ; 從十九坻紀的後竿葉起，分析學家的斜學輿趣的重心開始遂 
漸轉移到了分析的高菽部門，祚先是微分方程理論，這一方面的問題現 
在還在分祈的間題中佔據春中心地位。在十九世紀末，增加了一涸完余 
新的龃域 一-猜 分方程與精微分方程，由於可以苟很多的實際應用，這 
個理論很快地就引起了搔大的注意。最後，從十八世紀開始系統地發 
展起來的變分法，在最後十年內日益被考慮诈常廣泛與非常重要的 
一涸新領域汎函分析—— 的特殊 問題，道個新領域的普遍發展引 
起了數學家們越來 越大的 興趣。 

因此，如果我們把馼學分祈的名宇了解爲不僅是微分學輿馈分學， 
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而是了解爲建立在 1 &們之上的分析科學的高級部門的全體，則适一科 
學的範園是在無限制地擗充 ® 的，波見絕不铐有一 无猫 够説它的問題 
已經 完全解决了，因爲歷史證明了，溢在一 m 龅關内的問題完成之前， 
又總是在踅些問題的*礎上，產生出义外一些新問題,耍求荐刻不容緩 
的注怠。 


VI 

從十九世紀起，俄羅斯數學家——起初是捌別的學若，然後是强大 
的敦學學派一 ■就 參加了敦學分析的鞔展的: T： 作：在十九世紀與二十 
世紀的前半萊，我們 ffi 國的科阜家在运方面的贷蹴，大到亳無疑問地應 
常垃-獨地來加以敍述 3 尤其足俄羅斯摩志們在這個龃域內的著作，我 
們就會看到,除了 K 大的科學價値而外，還顯現出一稀獨特的風格，截 
然不同於外阈數學家的作品。 

如所周知，我國偉大的幾何學奔 H . R 羅拔切夫斯基幾乎不曾從 
率過数學分析的間題的硏觉;佴是妙在他所發表的盘見，就其深刻 k ® 
要程度來説:，超過了他那個時代的專家們的觀點。例如，函数 M 係槪念 
的現代定義（這是現宵主義的內您璺富的方法戰勝形式主葙的結果）， 
通常 總是興迪里赫勒的名字聯在一起的，佴是在若_ F 年前羅拔切夫斯 
龙就已經很明白地說過了 ® ;在他的說法中，很明顯地强調了，就 Sy 
-對於 ft ^的函數依賴闊係來說,重要的，只是對於毎一 MM ® 的値 } 都 
要對應有確定的量 J / 的値， 

而适一點正是迪里赫勒定義 . 

在我們這本敎程中，我們兩次遇到韋越的俄羅斯數學家 M. B. 典 
斯特洛格拉得斯基的名字；除了他 所發現 的著名的有理函數的猜分方 
法(§ (H) ,以及把展怖在三維區域上的三重賴分用展佈在适個區域的 


O 銮考 13. B. iHescKKO，® 羅斯敢架办，技術现論#銪出版钍， 1S4(I, 9 (i A , 




結朿語歷也簡述 


071 


衷面上的二黄賴分來表垆的箸名公式外》，在職分學方面，奥斯#洛 
格拉得斯基還有一，系列具有基本窓義的結果；特別是他第一個趱明了 
在多重猜分中變 a 替換的公式，以及揭露了在遇樣的#換中所謂“函欺 
行列式或者“雅可賓”（适個命名是由於德國欺學家雅可比的名字的 
緣故，在_卜.面提到的奥斯特洛格拉得斯基的可惜始終不曾公佈的發現 
之後，他才硏究了 s 稹行列式的性質 ） 所起的作用 

奥斯特洛格拉得斯基在分析力學與變分法方面也有柒剔的重要硏 
究，他的全部工作(除了以上列舉出來的以外，他還班究過彈道學、天 
體力學、槪率論、代数函歎 論等等 ) 的風格的特徴，就是#於實用知識 ft 
荷深厗的興趣，與力求把敫舉間題提得11可能的廣泛，非常一般的形 
式，並且解决得無可#議的嚴格。 

在十九世紀中宠，卓越的俄羅斯分析學家 it . 兀弟员謝夫闌始進 
行硏究。車貝謝夫是屬於那種在數學科學的各偭願域中以同樣的興趣 
進行工作，並獲得同樣成果的数學家中的一個。他硏究了 is 分學，用多 
項式通近画數，各禪插值法，數論，槪率論與力學等間題;幾乎在每一個 
适些領域中，他都建立了新的强有力的方法，這些方法的 應用成 爲他的 
學生與後繼者們在幾十年內的工作活動範圈。他的關於用多羽式逼近 
函欺的學說，發展到現在已經成爲巨大的獨立的数學分支一-“構造 
函數論' 他在槪率論方面的工作，改變了 m 門科學的面貌，他第一個 
指出了槪串論的一般間題，逋且建立了解決這些間題的 方法。 在數論 
方面，車貝謝夫一方面大大地推進了提久停滯不前的關於質數在自然 
數列中的分佈問題，另一方面他酋先提出並解决了茧翻圖逼近理論的 
非齊次間題’在道兩方面他爲後东的人們開闢了到現在爲止還沒有粘 
竭 的活動範圍。車貝謝夫在力學方面的工作，無論就理論來說或是就 


O M. B. 奥斯#洛栲拉#斯基解決了在任逋多維空間中的這個問竣，扰是迚. 立丫用 
(»-1) 重裱分來訃箪 》 重减分的一®公式 0 

«在這木軎中，我們稱它爲 “奥 K# 洛格拉得斯基行列式” g 
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寶踐 来說, 直到現在郤還沒有失去它的意薇，在本齊的数學劳析的範 
ia 內，堪貝謝夫在撗分成初等函戤适個艱雖旬題上作了一系列的硏究， 
特别著名的是關於二項型散分的校分定理 (§ 04-) ; 此外，::中:只謝夫還 
骰表了一®他在有现両數的賴分，锁分的近似訐算，插値法與所 謂“力 
矩問題”方面的宽要工作,. 

眾貝谢夫的著作的特徵，首先在於他的窓圖與實踐的 ffi 要有卷不 
可分離的聯系。在他的論文“地圖的鑰製”中，車貝謝夫寫道:“理論與 
實際的聯系給出了最好的結果 ，而丑 得到好處的旅不單單是 K 際方商； 
在裒 際的影 製之下，刺學本身也得到了發戚:實際爲科學發現新的硏究 
對象，或者已:對象的新的方 面”。 mn 謝夫的這植論點的一個最好的 
例 t ,是他從力學理論方面必 f ? 解决的一個具體的實際的重要問題出 
發，結果速立了用多項式逼近函数的理論的一般基礎。不僅如陡，瑾個 
例+還住動地爲我們說明了車貝謝夫的科學著作的第二個特徵。事 M 
謝夬敏銳地關心濞實際間題，佴是幾乎從來不抱春僅僅解决這一個給 
定的間趄的窓願去接近向他提出的問題。正好相反，他總是力 求把問 
題镒可能地提成一般的形式；他的 h 的永違是速立儘可能廣泛的數學 
翊論，除了 B 知的問題外，還包括春大嚴的別的類似的問題3數學科學 
的發展的全部歷史，證明了只有這條爲實踐服務的道路 ，举 f 於所有的數 
，分支來說，才是鼓富有成 果的： ■ 

車员謝夫在俄國創立了第一個偉大的數學學派，它不久就獲得了 
優越的世界地位。車貝謝夫的一大批出色的學生（沙拉塔也夫，李雅 
普諾夫，馬財可夫等等），一部分在他所指出的方向繼綴硏埤，一部分注 
意於開關新的科學領域。 A _ M _ 李雅普諾夬的著名的工作，在數學分 
析的歷史上及其在物理方面的應用，是最重要的。李雅普諮夫在分析 
方面逮立了新的方向，從力學與數學物理方向提出問題，並且很快地得 
到了獨立的數學意蔽他硏.究的基本 S 象一方面是稀薄的物體的平衡 
條# (道對於天體狀態的論設非 S 重要〕，另一方面是力學體系的平衡 
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興運勸的 IS 定與非 S 宠問題，在他的時代 〔十 九世紀末葉與二十世紀 
初期），运些問題一般地引起了極大的注意;特別是奉雅普諾夫與著名 
的法圃學者潘加莱平行地工作，從事同樣間題的硏究,指出 is 兩位學老 
的弭究風格的宠別是很有趣味的，因爲他們說明了俄國数學學派與許 
多两颐‘學派之間的對立。潘加萊在解决物理間題時常常容許不嚴格的 
推理,他這欉地理解並且宣稱：“在力學中不能要求如在分析中那樣的 
嚴格”，李雅普諧夬則正好輿此相反，在解决■這些間題時要求絕對的不 
可_動榣的推理，他說 ® : “只耍我們&解决確定的間題，只要問題—— 
力學或物现學方面郡一樣一一的提法從分析的觀點來看是兒全碓定 
的，那麽就不容許使用可疑的推理 3 S 3 時,問題成爲純粹的分析問題， 
並且必需當作分析問題來#待、很自然，在适欉的根本分歧之下，峦 
雅齊諾夫所建立的結果就比法國學若的成績更具有完善的與基本的性 
質。 , 

率雅普諾夫第一個證明了非常重要的關於正交三角函欺系的完備 
性的定理（§83)。在分析的應用領域裏，槪率論方面的所謂“中心極限 
定理、到現在爲止還是這個數學分支中的重要結果，就是他首先證明 
的」 這個證明帶來了新的完全菔始的方法，這個方法的一般基礎是在 
很後來才製定的， 並丑 這個方法是槪率的解析理論方面的最有效的方 
法之一 

柯蛙列夫斯卡婭的科學著作在車貝謝夫學派中佔有獨特的地位。 
在她的工作中有兩個基;^的成就:一個足屬於微分方程的理論方面的， 
只一個 是關於有不動點的刚體運動的力學間題的。柯娃河夫斯卡婭的 
工作主要是在國外進行的，因爲在沙皇俄國，她作爲一個婦女不可能枵 
到進彳 f 料學 .1： 作的必要 條件。 佤是，全部她的科瓔著作都帶有俄羅斯 
數學學派的典型特徵,：在 il 盅，我們同欉看到題目的無可非議的迫切 
性， ® 於實用科學的强有力的興趣，提出的問題的廣泛與一搬化，以及 

O 荽考科學烷物理數舉部報公集，邡 S 视半，卷17,第38期 ，1 一戕頁。 
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擻學推理的煨格性的嚴厲的要求，這些都是卑貝謝夫以及他的學生們 
的工作特徵，他們給予了整個戢羅斯敦學學派以與衆不词的不朽的風 
格，在這個意義上說东,是西歐 任何學 派所沒有的。 

卑貝謝夬學派再下一輩的工作已經有一部分在蘇維垓時代, = 遒於 
道一*的有著名的數學分析的代表渚，如 B . A . 司捷克洛夫與 C . H . 別 
恩斯坝，他們大大地充實 了在微 分方程理論，構造函數論以及一系列 
龙他分支方面分析的寶庫，違桌也包栝着實用方面的領域——數學物 
理與槪率論。 

在偉大的十月社會主義革命之後，蘇聯科學的普遍繁榮便得在數 
學分析方面的工作提到了最高度，無論就數方面或教質 ® 方面來說 
都足如此。科學，數學科學也每括在內，現在有比革命前多得多的工作 
著;而另一方面,對於科學工作計劃，科學機構以及斜學出版事業的疋 
確而内彳 f 的領導,和科學後備力锖的細密的、有計割的、具有高度櫬威 
的培餐，保證了科學硏究的質最的提高。蘇維埃敦學分析工作者的隊 
伍 ，&先 以我捫的院十 （ C . H . 別恩斯坦， M . B . 開爾得什1 H. M . 克 
茁洛夫， M. A， 拉夫潤捷夫， U. 1\彼得洛夫斯基， B. H. 司米爾諾夫， 
C- Z 索波列夫）爲領填，已綷得到一長串具有頭等意義的成镇。忠實 
於光榮的俄羅斯數學傳統，帶着貢獻一切力; ft 爲祖國與蔴維埃人 K 服 
務的熟烈願踅，這個隊伍正滿懷信心地走向新的巨大的勝利 a 
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二 Jt 函■:的微分 

Auyi nepey,ojijjtJi (419) 

二元函數的韨势公式 Tsiuopa 
tJyHKnEii ftByx nejieneHHHs (437) 

二維迚嬤貌 Am T mi^ koitthhjth (4M) 
二重核分 FHTerpa.i ⑽ y) 

二重稽分的中紐定現 T&ope^ 9H3- 

nenuH nafl fl,Bof,ntix nnTCrpaJOB (581) 
二逭植分的资 4 背换 BCp^iteiinLU 

u ^eohhom nirTCrpase (590) 

二取型微分 BuiJOMHajtHU^ 叫<|>和碑卜 
qflaaiL」 (£88) 


二項型徽分的杭分法 Himipapouanne Ch- 
HOJiUa^iULrx ( 2 S 7 ) 

三 鲞 

三元 闽數 A 町微性 Jin (fK+iupCH nnpyu moctb 
iJiynKnnu t[iox nepeMehti t>(i. (42^) 

三角多艰式 IpB l'OIfO*WTpH , l6L-KlfJJ MHOFO- 
'ijion (386) 

三角阁數 Tp Hr，：：lH<J neipn^t：r:KU6 i|)yiitmns 

(17) 

三■角函數的導數 npowaBOA.n^e Tpii rouo v.v- 
'fpimecKns (113) 

，—■角級數 r J'p IlfD i[ 0 t. f O7p0 leeKUM p 邱 (3S1) 
H 角#分的格分法 UHTeqinpoiaHHC tphio- 
noi , CTpn 4 CciiHs ^ HiJn ^ epeni^HaiOB ( 28 y ) 

四 要 

大拉核分 HaTerpajEij Ofuepa (546) 

尤拉莎換 Itw^aortKH ^Hiepa (286> 
反阁數 OiSpaTmiJi 妨 hkhhh (Gl> 

反函數 的導數 UpCBaBD^HEUI OCpaTHOH 中 yi 卜 
iClTffH ( 17 a ) 

反三角齒数 OSpauibie lpnroHO Me TpH ne es h e 
屯 yn 叫 eh (17) 

反三角函數的導敵 HpoucBOSHiie otpaTiitJs 
TfiElOHO HGTpH ^eCEH 1 $yilKHK C, 120) 
不定核分 IIeon pe,3,6 jc im &ra HUTerpa^ (175) 
分部猜分法 Elflicrpjjpo^aHHe no ^acTaja 


五 

畫 

(161) 

Im 速度 ^cropense 


(135) 


代敢和的櫝分法 Huerpppo^iHJie 




2 數摩 分 祈 


a-ireopa；nccKOA cyr^Mti (i^f) > 

代數和的遵數 IIposSBOAna^ aareGfjan'LCcKoii 

ryiiKLi (110) 

代數兩受殳 A.ireSfiaHqci^afl t|jyH«HH fr ( i.G) 
可错性準則 Ki^repifft HFrerpitpyeitocru 

(206) 

可度 A 的曲線 KpBLEiJl (2^7) 

IK 史系的完備性 3 aatKiryrocTt flproronaJt- 


noii OHtTCMEi ( 394,) 

辟克斯公式 'PoJiy.yis, Ctokc^ (gso) 
特林公式 ^OJtiiyaa CTHpjHiiia (553) 
9 面曲線的切垛方程 ypaaneiine Ka^Te.iL- 

^Oll K IJjlOCKOW K£>f^0H (^H^) 

Y 面曲線的法棘方程 ypaBiieniie Hoptiajm 
KUDOCKOIi HpH£Oi3 (448) 

平面曲練的饵（的）备（度）办皿 a nyTB TOO- 
CKOK KpUfioTf (230) 

平面曲線的曲率 KpuBJiaiia jjiocKofi rcpnu- 
oh (43S) 

平面圈形 IkocKae ^Hrypu (562) 

9 通豳形的内點 BnytCHHaa ToyKa n.^ocKofi 
(fjMrjpu (5B2) 

.平面 _ 形的外點 BneuiHaji To^a njia^Koic 
(^urypbi ( oG ^) 

平面圖形的可测性 MsnepHitocTi njccKoit 
rfiHfjpw (f>G6) 


平面圃形的邊界 rp^Hima naocKOH 申 urypi( 

(5G3) 

平面® 形的邊 IlorpaBH ' THa ^ ^ o¥Ka 

njocKofl 4» aiyp 6 i (502) 

平面 E 醉的邊界（圍逍） Kohtjp naqCKOii 
^BrypLJ (563) 

平面固形的制度 Mepa q.tockhx $Eiyp 

(504) 

平均逼近 npn5jH®enEe b ope^Heai ( 387 ) 

六 嘗 

向 M 瘍 BetfropHoe no.ie (655) 


闸 叫 敎枵 


向盘盛的發散髮 Faexo;ja.eHue dck xopiio ro 
i ! ojjji (657) 

Ifcj .获壤的 IS ■散贷 tepiennwii ReKiopnoro 
jjlk^i i" or> 7 ) 

向是思的旋鹄向蛩 H 叩 HeKiopiiom uujm 
(6C>0) 

向駐堤的# 设里 Unp KJJJT UBJT beKi opnoio 
nojfF (6 G 9) 

向蛩場通過一個曲面的流量 Hoiok KeiLrop^ 
lioro nojiH < j KB03i EOBepXROCTL (658) 

向塗場的勢函敢 IloTeituHai petiTOpsoro 

nojifl (661) 

在給定力向上的埤敕 npOHEiBO^K&fl E jail- 
non BanimB-iCHnn (42 i) 

交鉛級数 AitTepaupyiomne ㈣叫 (317) 

向时 ;對散 IIa.TypajLiiLB jio rapn 由 m w (116； 
ti. 變: M n^^aDncHYaji nCpcsoiiHaji Co) 

多項式 Mn(iro4Jio：r (J4) 

.怎项式級數 MiiumwriiWB (：^7iO 

多元函数的連核性 Henpept[]iHOCTL ^yiiKq- 
nn iiucKO^LKax Eeptixicnirux (407) 

光 tti ■曲紋 rjaAKftH KpHtaJE (2^9J 

: 〈] •現恶 [Fa^nOHa^tiiLW _inwa ( 50') 

在邦，分式 Pa,T?EoiTaaLTTaji p.po6i> {266) 

-位珥分式帻分的奥斯特洛格拉 得斯 基方法 
ji^TOrT, OcTpoj'pa.ncicoro jiHierpiipouat; 
pai?HQEajiiiiiJ：x jpooeii {271 ) 

有理函數 FauQOHani,uaji {JjyiiKuHfl (15) 

OrEsuHneHEra 只 Besa^HHa (25) 

有界的數集合 OipaHH 妨 HHOS MHO StOCTBO 
句 HCCJE (71〕 

冷界集合的(確〉界 rpaHH orpaHfl^eHHDro 
MHoa^CTsa (71) 

有限孩蓋 KoKeqnoo nCKpuTne (70) 

曲面積分 riOBepiHOCiTB6iii HHicrpaB <633) 

曲面面格 llnon^a^L noiiepxirocTH (600) 

曲面的 t/J 面 // 程 VpaBHCHHC KaCaieJIlKHOH 
naocKOCi'B k noucpjHOCT^ (453) 




m 


引 


曲曲的法線乃飞 I y[)am；ei[iie -rfopva.in k 孢数东〜例路問上的设幅 Ko；ie6aHfio 小 yjT- 


no]!ep^onTn (453) 

讲 liS ■ 梯形的面核 0.;ionia;u. kjiehoj iiKciiitiOH 
■jpancuHs (102} 

他線乃（叩）的方向 Uwpawftne. jiunjKjio- 
cm(unrisyToci it) KpiiBUi (45o) 

曲線极分 KpHJ50.rniLCsi：LiTi>iii EF]CT[iaji (60^)) 
曲患岡 Kpyr ]:pniimj>n]i (403) 

扣4 〗 半控 KpnBH3uhi (463) 

曲率中心 Ucmp KpnumsHtt (46^) 



初署函数 9 ^MeHTapHHD (fjyiiEiqDii ( 14 ) 
均 ㈡ 變化的速度 CiiDpocib paHHO^cpiioro 

EffiVON ^EUlfl (99) 

舍着抬敕凼數的微分的植分法好奸 Te r i: . tipo^ 
s^nne as (f>：![>e pei; n ei f o30 £, coau^ks&juus ； 
E 0 Ka ^ aT 0 ： lT > IiyK ) cfyHKn,Hio ( a 95 ) 

別恩斯坦多項式 MHOio r i.ieHi>i Eepiiuii'eiHa 
( 3 T 7 ) 

迪巧.砘靴 T - P 推普诏夫定现 Teopetm 

HXJio-JknyuoBa (394) 

局部梅俯 ,(oKa,uniTH airc：Tpc>:yj«(l07^J^) 
K 部性質 JIOKajiE^cie cii(jiicTH0 (B7) 

fet 轉细 To T iaa liepemoa {453) 

序列的 一ffc 收敍性 PaBHOnepnaa eio^mto- 
c.ih uc-cie^ouateiiBH octh ( 344.) 

序歹 li 的 i|t 效性 CxO^B MOtlTB nOCJl 印0 Ba TU L- 

jHOCTH (49) 

序列的發散性 Pacso^iryocTJ. nocjre^OiiaTe— 


K_ B OTpoSKO (SOC) 

囹敕布—個區問上的迚泫忤 Hent：epLiEno- 

OTh ^yrfK^EH IS OTpCSKL? (J>1 ) 

OpToroHajiL：40CTi ^ynKqniif 

⑼ 2) 

阴數的 定兹超域 OGiacTt oirpe^e^j hji 

4 )y：iKii,HH： ( 7 ) 

如數的連始跑）點 Totki 狀 nj ；. q>wEHom 
p aapbiDa ^ yirKj^rfa (80) 

阪數的間 iWi PaapijmrocTt ^yiiEiinn (SO) 
函數的 雙泫 極限 i [ pc ; Ai 柯 h - 
k^hh (Gi) 

函數的極大値 MaKeaityii 奶 mki^hu (1G7) 
函數的梅小値 Mhiih MyM (J)ynK^Hn (107) 
商數的極値 9j^CTpeKyM (j^j-HKnrfa (lea) 
函數的單邊極限 O^HOCTOpOHirEa npe^ej 
中 jukueh (BO) 

飼數 的阁形 rpa^nK (12) 

函敢改變里主要綠性部分 r.iaspaja -iu- 
HoiLHaa ^acTi npEpamenn^ ^lyaKqHHCl^S) 
囵數的 遞增性輿遞城性 Baspauranne v y6ti- 


中 yn ilhhh (ic ； i) 

^jii3qHOifaai.Kaii sajiucimocTi 

( 6 ) 

函數級败 $ 7 HKaH 0 itajifcHUH [ia,T, ( 355 ) 

函數級數的一致收斂性 PaBHOMCspnaa 中 yn- 
imnonajiBTioro puja (3 ： i7) 

阉數級蚊和的連續性 tIeir£ ； eptTBJ ； O 0 TL cjm — 
mu ^ynFi^ioisaflfcaoio (343) 


.1LH0CTH 

序列的柘限 Ilpesea 


(40) 

UOC^ei.OEJaT^LHOCTH 

(43) 


A 畫 

函数 ^ynsnufj 

函蚊在一岛的 連獲性 Henjpe 叫 JJHOCU 
KU,IiH u Tome 


⑷ I 

^yn- j 

㈣ I 


函数猜分的換疋法 - Msto^ no^i^iatioiiKji i 
EUTerpnpOBaHHH c(>yiiK]niii (1?6) 

迪里哧勒函數 ^Hpniire (10) 

空 P】1 曲辟的切槐方程 ypanKOitue KacaTeib - 
HOH K ffpocTpaHCTBeKBOKprfBOfi (450) 
空間的 tlli 總積分 Kpuz0,111 HCiniiJM unTCrp^T 
upocxpaiicrEe^iLFn (639) 

空間迎絲的法面方程 VpaTtHeHse nopatajL- 



數舉 分枳簡 明敎 n . 


jlok njocKocie- k npocrpaECr ji^h noil ^pii- 


1301^ 

(450) 

空冏 tfll 線的弧（的〕尨（度） ^na E^L-irnpo- 

ciTpammeuHofi Kpnisou 

(2A1) 

沿着一段曲線的枝分 HtiTerpaji, 

pacupoo 

panouHtnl: na yuacioK KpiiBoil 

(240) 

定秘分 Ocjf^eneHTiiiift uiiTerpai 

(202) 

九 窨 


洛必大法則 Joatna^ji 

am 

十 畫 


连續統 KOETEITIiyyM 

(62) 


級數的收斂（發散 .) 區域 OSiacTt c.to^ 
MOtm, pacsOjE^^ocin pjisa 〔 336) 

钱數的收级〔發散）岛 Tonaa ™asi；oi：TH, 
pafnOAHWOCl'n pjr,3.&. (336) 

級數的逐項 tH 加與栩減 ntmcKnoe cao 取- 
iTHe n BLnu^amie (304) 

級數的 连屯租 分法 no^JOHHOC nnrerpnpoii" 
anne pn^o a (348) 

級數 iMl 逐項微分法 noue^HOc 
pORan eo pa^OB (353) 

級數的狳项 Oc.TaTOK pj^a (301) 

級數的比較原則 IipEHi^sT cpa^jrenFH p.a- 
jon (SOS) 

极數的部分和 l )a€Jn qifije oyMMtJ p^a 

{300) 

級數的收斂性 CioiEiiocTiH (^00) 

級數的條件收敍性 Ic^EHafT CJO^HKOOTi 
pjii：a (319) 

級救的發散性 raciOjUMOOTt p 町 a (300) 
級數收数性的拉阿北判別法 IJpH3nai£ cxo- 
AumO^te pflj-oB PaaGe (314) 

轻數收 m 性的迪里输勒舛別法 npaaiTaK 
CXOJjDMOCTH pfl5；0 ti 成政 pnxjio (3S0) 

級龄收勉性的哥西判別法 Up Q3 HShK C S 0 如 ~ 
mccth pajOB Koihh (309) 


敕數收斂的達别 M 爾判別法 llpH^K 
(Jio^ny.ocrn p^j,0Ji J^aaEf^pa (310) 

級敬收钕性的嵇分判 別法 

np«3HaK ciOAZMOrrs pj5^0i> (^0O) 

數 IIo^EnTerpaai>Hiui ^ynf ： UDri(20j3) 
JI0,2, u me rpa.71 noe Bu^?fre«nf j 
(203) 

被错表連式的有理化 PaunoHaiH3anDw i ； o- 


aHHTPrpa.niioro Htrpa^eHHJi (282) 

條件搔侃 S r CJOIjHHH 抓 CTpGKyX (4M) 

格林公式中 MM pa rppua (&19) 

馬•克洛棟公式 $omyia Mai：aopena (156) 

M 克洛抹級數 FsiX Miir：jiopeKa (m\) 

乘栢的尊數 Hpoueno^naja npow^BCienHfi 

( 111 ) 

眞省理 1 分式 IIpasanLiiaji pan ； nona.i 
叩 oGi { 2 ^) 

哥西定理 T ⑴的迎 Kodih (：45) 

.原南 •!& IIpfl ?* WTJTBH < l)fl C^yilKUlTH { 17/| ) 

l^i§3.t!C riepBoobpaaiian ^y^Knuj? (174) 

指數衡數 UoKasarejtnaii 初 utrn 叩 ( is ) 

指數 扭數的導數 npounHOArtaa noitaftarcru - 

如 fl (llfi) 

荖位面 IlouepsuocTF ypOBiLS (656〕 


遥開 W 魂分式成部分分式 Pa^jioateiiHe 
j>ai\«0HaJii.7?0H ^pof»f ita npociue ( ^ 72 ' 
膝怖在一塊曲面上的枝分 i〗in erpaj, pacv 
^pocTpaHOHnwii na y^aciois jjQjiepjHoci h 
( efM ) 

阐個 tS 域之問的距離 PawrcwiHije s8aE*ruo? 
jsuys ooaacTeS (^ 13 ) 

十一畫 

閑闻域 OTKpuTaa oC.iaoTf. (409,fi63) 
: Jfj 區域 SaKptiTaji o^.iaLTt (40^>5f>3) 
1R 有理分式 IlenpaBiniinaiT panMOHa.i^a,fi 
洱 poOl * (266、 

商的導敢 IlponSBOaHaji yaCTiwro (l'\*2'' 



Ui5 導數 upou^iso^HTite (417) 

商（低，切）轱的無窮小左 iieCKOiTOq^O 

Ru^uiein (i ： immeto, cmiKaKOTjortO n.o]>a- 
㈣ ^0) 
甚級禅 Wc Up»! 3 M 0 ,iHi*[e iJLicma ]： uopfiftKOF 
(l ： i5) 

茄恶•偏辱敏 cin L .10 np 0 Tt 3 r. 0 j,Htie BEbicnmi 


nopjTjiKoi* (4.S3) 

n 徽分 Ai 冲加 penqHaju EHCmitx riop^- 
ifOn (138) 

菜布尼 茲公式 中 ojMyM JIcfiSHEiia (138) 

密觸阅 CoupHEaoaiomaEica npyr (462) 


旋传错的傾枝 Ootoi ： Toaa Bpain ； etiJTa(^51) 
旋轉體的側面 IIonepXHOCTL TGJia ipam^Huji 


(251) 

梯度 rpa^HOaT (a5!5) 

旋轉場 Rwxpeuoe none (660) 

旋轉向最 BuspftBOe BSKTDp (660) 

十二畫 

超越函數 TpancueineHrsaji 争 yuKUHa (16) 
無理數 HppanffOiiajbiiHO nac^a (57) 


無窮小釐 BecKOneqHO Ma^aff ne,ifl^Hna 

⑽ 

無 K5+:3 :的運 If OnepauHG naj Gw ⑽ ijeino 
BOJiH^EJiawp (24) 

JjecKoaequo 5onmiaji . BCJiH^nnd 

(27) 

無笄函 |fc 褚分的收敍性 CxO^HMOnt UHTOI- 
pa,TOi neorpa hb^khlix (t»yHicu,n5 (610) 
無窮級数的和 OjHna Ceciione^noio p^ja 

(300) 

無窮乘接 EecKcmegnoe. npOBSue^eunc ( 327 ) 
無窗乘秸的收效準則 K^BTepilH CiOiHyOCTH 
G^cKonc*qnoio npoH.irie^e-iiua (S21) 

MS^^fsO" rinieipai c OooKOEegHuirjf npc^- 

e,mMH (輔) 

無窮積分的收紗性 Cio^ifMocTi ： RtnerpanoL 
t： (iecKone^HUitH i]pe,a ； cjs>M& ( 496 ) 


無.：??"如敢的租分 .TlKieipa^Lt ot ueoqjanH- 
vcideljx (pyu 3 inn& (riOS) 

級數的絕對收敏性 AuCOilJOTIiaJI CIOiE&VOCTI- 
pai,a (S19) 

等愤的舞窮小最 PaEKOCBJtTi hie GecKOEt^HO 
y 儿 iwe (41) 

等似的概窮小盈 3 kb ai 3 a_ionTHbic 6 ccKOtie- 
^iho idjftre (41) 

播吸存我的準則 3 CpHTeimfi cym&criiOuajiHJi 
upejc.ra (7n) 

平邊連城性 03 .HO(!TOfJOIIHi!Jl JienpepiJBiiocTL 
(82) 

g 問鸾 Otji ITTtaio pckm c^o uaTCJii no 一 

CTi OipC3T£OJJ (69) 

垃城套 OTarji^aiomaacfl itocjeAOJia ien iiio- 
ctl o5,iacreii (410) 

區域的直徑 awe tp o6aacTa (409) 

運動規律 3atOH flEE；Kenflfl (101} 

十三書 

過科的基本费是 OcuOB^aa nepeweiTHaji np~ 

oneccs ( 45 ) 

漸里克 f 系數仙 3 中小 p^ eHTU ^ypie { i\SQ ) 
菔里 K 紋敏 P 叫中 YP 从 ㈣) 

祠 } il 哀級數的收斂性 Cxo^n^CTb pji^a 中 y- 
pbe ( 奶 K) 

奥斯 # 络格拉得斯基行列式 Olipf^CJlHTm 
OnrporpajcKOro (470) 

奕妍牯洛祕拉得斯墓行列式的性質 Oisoii- 
CTDa onpcne^aio-ioil OcTporpajcKOro (479 ) 
奥斯牿格格拉得防垫公式中 ojistpa Ocipo- 
rpa^CKoro (648) 

十四畫 

對敢函數 JIotapB^iEBqeoKSLji 

(1.7) 

對数函敕的導數 IlpOBSBOiHaa jiompTT^Ma 
(1T5) 

提旮函數 C-TOSIHajl (84) 






€ 數氓分 析 


雄破济眈拉炻定經 Xfiop«Jiia EoiieL>mTi ； a( ： c^ 

⑶ 5) 

齊次函數 Oii ： )iO{ ： o^ai-T f ； yirKJ;n^ ( 妨 li) 
^ <> ti'-j ^ ^ Ilpn u i ijO.t, u ;v ji c.i e : n i( 

ii ohm n ； lfi) 

成 1 托的三 ?1 雜歌 05a0 u^Hirui; rairoitei- 
pE-I^Kif：I |iH-t ( 相 0) 

十五畫 

數每場 ^i：aJiapn oe vojic . (6^5) 

數 2 卜面 ^JflCIIOLEtJ? IwTOOl'Q.-TK (4Qfi) 

勸：歹 _] Ho^ J ft JDK a .[ BIT Otirjj HM^C.T (49) 

整朽既函数 He ^： ^ paiwojr.aihEKiJic^yimi^i : 

• - ■ h (W 

Bejnecjp^nij^c- qscja (02) 

導!改 U r ]ou£iJsofi；iHrifl (103) 

十六畫 

轻分 MinetpaJ _ . (202) : 

核分 ，卜姐定现 o cps^ufiM 3 ] ia T ir?H- 

nn HnierpanoB (22G) 

祿分和 Ilii f ieipa3!i.n^e cy^.Mbi (20^) 

岛分的一致教效性 PaniHOitefj naa c xo.iu mo ， 
cib kh rer^-ia { 細 ) 

秘分 的跑物 操近 fil 計 诂沾 ％ M-t h . 

Lw'-Jt^eime Hm eipariOB cnoco^o'i Jja*pa-* 
^ (2G2) 

错分的 C]r0k..[.Ha umcEpajia:212,222) 
私分的沾對 4§C 敢性 A6c ： o ； iiorHaj3 csoAH^ocrt 

iinieipaja (502) 

辕分的變贷莎换 3ai^na ncpeMeKiioii b nti- 
Terr/ue (1 祕） 

積分限 ITpe^.m Hirre^aiiHH (202) 

鸦分的梯形迓似部法 npiGjiu^HKoe 
DtnflCiC^ac HETOipaaor! cnocoaoM 
Ttia)jen,3H. (257) 

稍分區間 U.po 卿 ！ miTtirpaiiEu ( 舰 ) 

孩域 OO.iacii ifUTerpa^iJB (577 〕 
積分與 .m 函 m 之間的 m 系 ct^b 训 Ter 叩瓜 
c upaMUTiiBnoH (^17) 


簡 明 Wt 盹 


積分 對數 HHTCTpa^tujiiH aoripn^M (519) 
恶面蚊 CiencHiiaji ^yiiKT?Ha (15 ) 

恶敕數 C r feDeBnou pjij (3f5l) 

媒敏數讷一致收拽性 Patiriouepifaij ust^u- 
I'.or.Ti cieneKiroro pa.ia ( 挪） 

忍 紙數油收敬 个 i 搜 fa 狀 yt: cstuuMocin 
f ； Tei ： ftrii]0ro pasA ■ (a ； 7) 

滞紀敕 的收敏踔城 06.VdCif, cyojffwocTu 
tioi?e:iTioi'0 pjiga ( 357) 

篇級数 [V / 收敬區間 HlTTepRaJl tS0^HU ： O(：TH 
' tKneuHoio pji^a ⑶ 7) 

恶淘逝 fii 辱威 IliXfHSbO^naji cieuciH (1 ⑼ 

I nponsjjo^afl cTejioii ： !OH 卜 

I i^an (119) 

十七晝 

糕定點 Cta 叩 miap 卩 Taji tovk^i (㈣ ， 44H) 
if. 闱数 Ke^ui:ajj 如 h ■ 邱 M (4S0,^66). 
隐函数的導避 JIpOH3Bo^naji new uhoh ： 打 ji - 
keeh (4:.l(0 

戴势么■式 ^ozma Tdaopa (156) 

數势公式的餘項 OcxaioiH^n ^jich (fir^wy- 
hi Taoopa (IfiV) 

藏 5>.微?4： Pjift Te^jopa (加 7) 

. 嫌梦 餘項的拉协朋 □ 酿式中 owd Jd 卜 
paisi^ ocTaTo^noro ^jei^a p«ia Taji3r.|ia 
(lfi9) 

猫符級數鼢項的哥西形尤 ― 孤 Ko:u：i 
ocTaTo^iiOTo rnena pnaa laiaopa (ir>0) 

十八晝 

閱於炎鍩鞔數的萊布尼茲定理 Te 叩 m 〕 f e - 
frCuEija 06 ajiiepjjppywmui F^a*(,^l7) 
簡革分 式 : 的 枝分怯 Hnrerpirpai?aHiro npoci- 
tlx ^poCeH (274) 

十九畫 

羅爾迮理 Teope^a Fojtsji ( 112) 

二十三鮝 

變贵 TI&pciffCitHs.ii uc+msinra (2) 

變逢的 極邵： flp^eji ECpene^noii ueaMiniT^i 
(5D^7 t 5S) 



